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AVANT-PROPOS. 


Dans  la  Préface  de  notre  premier  volume,  nous  disions  : 
«  Cet  ouvrage  est  destiné  aux  élèves;  puisse-t-il  leur  être 
iitile  !  Notre  but  sera  atteint.  » 

Nous  pouvons  aujourd'hui  formuler  le  même  souhait  en 
faveur  de  ce  complément  à  notre  travail,  en  espérant  le  voir 
accueilli  avec  la  même  faveur  que  son  aîné. 

Le  succès  obtenu  par  la  première  Partie  de  ces  Exercices 
a  même  suscité  une  imitation,  pour  ne  pas  dire  plus,  contre 
hiquelle  nous  protestons  simplement  ici,  et  que  nous  avons 
appi'éciée,  dans  une  Note  spéciale,  distribuée  à  nos  collègues 
de  l'Enseignement. 

A.  R. 


SECONDE   PARTIE. 


GÉOMÉTRIE   ANALYTIQUE 

A  TROIS  DIMENSIONS. 


DEUXIÈME   PARTIE. 

GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

A  TROIS  DIMENSIONS. 


B.  —  Ex.  de  Géoni.  anal.,  II. 


(iÉOMÉTRlE  ANALYTIQUE 

A    TROIS    DIMENSIONS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

PLAN,   LIGNE    DROITE.   SPHÈUE. 


UVPI'KL    DE    RÉSULTATS. 

Nota.  —  Dans  toutes  les  formules  relatives  aux  angles  ou  aux  di- 
stances, les  axes  de  coordonnées  sont  supposés  rectangulaires. 

(a)  Si  l'on  appelle  a,  ^,  y  les  angles  que  fait  une  demi-droite  issue 
de  l'origine  avec  trois  axes  de  coordonnées,  on  a 

cos*  a -1- cos^  ^  _i- cos*  Y  =  I . 

Toutes  quantités  proportionnelles  à  cn«  a.  ••oi^.cos-;  ^appellent 
des  coefficients  de  direction. 

(b)  L'angle  de  deux  directions  définies  par  les  angles  (a,  °,  v),     % 
(7.',  3',  y')  qu'elles  font  avec  les  axes  est  donné  par 

cosV  =  cosa  cosa'-i-  cos3  cos  S'  -+-  cosy  cosy'. 

(c)  Soient  X,  jx,  v,  X',  ji.',  v'  des  coefficients    de  direction   de  deux 
demi-droites.  Ces  demi-droites  sonl  perpendiculaires  si  l'on  a 

AÀ'  •+-  î-ijx'-h  vv'  =  o  ; 

elles  sont  parallèles  si  l'on  a 

X  }1  V 

X'        a'       v' 
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(il)  x,y,z  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  d'une 
demi-droite  issue  de  l'origine,  ses  cosinus  directeurs  sont  donnés 
par 


^^2_^_j2_^  -2)2 


cos3  = 


y 


(^2+_^2^_-2)2 
/ 

ces-;  ^ j. 

Plus  généralement,  les  mêmes  formules  permettent  de  déduire  les 
cosinus  directeurs  de  coellicients  de  direction  quelconques. 
{e)  Toute  équation  du  premier  degré  à  trois  variables 

représente  un  plan  :  A,  B,  G  sont  des  coefficients  de  direction  de  la 
normale  à  ce  plan. 

Dans  toutes  les  questions  de  direction,  on  remplace  le  plan  par  sa 
normale. 

(/)  La  fonction 

A.r  +  Bj+G^-4-D 

(A2+B2+C2)2 

calculée  pour  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'espace, 
donne,  avec  son  signe,  la  distance  de  ce  point  au  plan  représenté 
par  l'équation 

A  .r  -h  BjK  -h  G  5  -h  D  =  o. 

{g)  L'équation  générale    des    plans    passant   par  l'intersection  de 
deux  plans  donnés  P  =  o,  Q  =  o  est 

P  +  ÀQ  =o, 

X  étant  un  paramètre  variable. 

{Il)  Soient  P=:o,  P'=o^  les  équations  de  deux  plans;  ces   équa- 
tions associées  sont  celles  de  leur  droite  d'intersection. 

Les  équations  d'une  droite  prennent  les  deux  formes 

X  —  a       y  —  h        z  —  c 
cos  a  cos  ^  cos  y 

a  -+-  X  X  J3  +  À  Y  Y  -h  À  Z 

X  =  :^ —  j  y  =  ;—  ,  z  =;   r—  • 

H-  A  -^  1  -+-  X  l-h  A 
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r  mesure   avec  son  signe  la  distance  du  point  {^x,y.,z)  au  point 
a,  b,  c)  X  est  le  rapport  des  distances  du  point  {x,y,  z)  aux  points 

(a,?,Y),  (X,Y,Z). 

(A)  Des  coefficients  de  direction  de  la  droite 

Aa'-^-BjK  —  G^-^-D  =0, 
k'x  —  B>  —  C'^  —  D'  =  o 
«ont 

X  =  BG'  — CB',         {JL  =  GA'  — AC,        v=AB'— BÂ'. 

{l)  Les  droites 

^  P  =  o,         l  R  =  o, 
I  P'=  o,  j  R'=o 

sont  situées  dans  un  même  plan  si  le  déterminant  des  coefficients  de 
ces  quatre  équations  est  nul. 

(m)  Un  plan  quelconque  passant  par  la  droite 

X  —  a       y  —  b       z  —  c 

1  p  Y 

a  pour  équation 

À  {x  —  a)  -7-  iJL  {y —  b)-^^i  {z  —  c)  =  o, 

si  X,  ;jL,  V  sont  liés  par  la  relation     aX  -i-  ^ix  -4-  yv  =  o,     qui  exprime 
que  la  normale  au  plan  est  perpendiculaire  à  la  droite  donnée. 

(n)  La  distance  de  deux  points  (x,y,z'),  (a,b,c)  est  donnée  par 

rfî  =  (x  —  a)i  —  {y—b)^~(z—cy. 

(o)  L'équation  générale  des  sphères  de  l'espace  est 

x^  -^y^  -^  z-  —  2  X  a*  —  2  [ky  —  2  v  5  -i-  0  =  o. 

Les  demi-coefficients  de  x,  de  y  et  de  z  changés  de  signe,  donnent 
les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère. 

(p)  L'équation  générale  des  sphères  passant  à  l'intersection  de 
<leux  sphères  données  S  =  o,  S'  =  o  est 

S  —  XS'  =  o, 

X  étant  un  paramètre  variable. 
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I.  —  Plan  et  ligne  droite. 

d.  Un  plan  tourne  autour  d'une  droite  fixe  ;  d'un  point 
fixe  de  l'espace  on  abaisse  à  chaque  instant  la  perpendi- 
culaire sur  ce  plan  ;  on  demande  le  lieu  de  cette  droite. 

Prenons  la  droite  fixe  comme  axe  des  z  :  soit  A  {a,b,c) 
le  point  fixe  donné;  l'équation  d'un  plan  quelconque  passant 
par  l'axe  des  ^  est 

(i)  \x—y  =  o. 

Les  équations  de  la  perpendiculaire  à  ce  plan,  menée  par 
le  point  A,  sont  donc 

,    .  X  —  a        y — b       z  —  c 

(2)  — . —  —- = . 

A  —  10 

Les  coefficients  de  direction  de  la  normale  au  plan  (1)^ 
mis  en  évidence  dans  son  équation,  sont  en  effet  X,  —  1,0. 

On  obtiendra  la  relation  qui  existe  entre  les  coordonnées 
X,  y,  z  du  lieu  étudié,  en  éliminant  le  paramètre  X  entre  les 
équations  (2). 

L'une  de  ces  équations, 

z  —  c  :=0, 

est  indépendante  du  paramètre  variable  ;  elle  est  donc  l'équa- 
tion du  lieu. 

Ce  lieu  est  le  plan  mené  par  le  point  fixe  A  perpendiculai- 
rement à  la  droite  Oz  autour  de  laquelle  tournent  les  plans 
de  l'énoncé  :  résultat  évident  géométriquement. 

2.   Trouver  les  équations  de  la  projection  de  la  droite 

X  —  a y  —  b       z  —  c 

sur  le  plan 

kx  H-  Bj  +  Cz  H-  D  =  o. 

{École  Polytechnique.  — Examen  oral;  admissibilité.  1886.) 
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La  projection  de  la  droite  donnée  est  définie  par  l'inter- 
section du  plan  donné 

avec  le  plan  mené  par  la  droite  donnée  perpendiculairement 
à  ce  plan. 

Or,  l'équation  d'un  plan  quelconque  passant  par  la  droite 
donnée  est 

(i)  \{x  —  a)^u.iy—b)^^{z  —  c)  =  o, 

X,  [x,  V  étant  liés  par  la  relation 

(2)  aX  H- ^UL-i- vv  =0 

qui  exprime  que  la  normale  au  plan  (i)  est  perpendiculaire 
à  la  droite  donnée. 

Ce  plan  (i)  doit  être  perpendiculaire  au  plan 

on  a  donc 

(3)  AX-hBa-T-Cv  =  o. 

L^équation  du  plan  projetant  est  finalement 


(^._a)  (^._è)  (-_c) 

a  ^  Y 

ABC 


c'est-à-dire 

[.\)         {X  —  a)  (Bv  -  C?)  +  (7  —  !>)  (Ca  -  Ay) 

-t-(5  — c)(A^  — Ba)  =  o. 
Les  équations 

Ax-+-B7-+-C-  +  D  =  o, 

(x  — a)(BY  — Cp)-h...     =0 

sont  celles  de  la  projection  demandée. 


«  n«   PARTIE.    —  GEOMETRIE   X   TROIS   DIMENSIONS. 

3.  Tromper  les  coordonnées  du  point  symétrique  d'un 
point  donné  par  rapport  à  une  droite  donnée. 

(École  Polytechnique.  —  Examen  oral;  admissibilité.  i886.) 

Soient 

,,  a;  —  a       y  —  b       z  —  c 

(i)  — 1—  —  - = 

l  m  n 

les  équations  de  la  droite  donnée,  /,  m,  n  étant  ses  cosinus 
directeurs,  et  soit  P  (a,  P,  y)  le  point  donné. 

Soient  Ç,  Y),  Çles  coordonnées  du  pied  R  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  L  sur  la  droite  donnée  ;  les  coordonnées 
(a',  (3',  y')  du  point  P',  symétrique  de^P  par  rapport  à  la  droite, 
se  déduisent  des  formules 

^  —  — ; —  '         '\  —  — 7. —  '        '»  —  — ;:; —  j 


2 

d'où  l'on  tire 

a' =  2?  — a,  ^'  =  2  71  — p,  y' =  2!:  — y. 

Calculons  maintenant  ^,  y;,  Ç;  le  point  R  est  l'intersection 
de  la  droite  donnée  avec  le  plan  mené  par  le  point  P  per- 
pendiculairement à  cette  droite  ;  ce  plan  a  pour  équation 

l{jc  ■—  ce)  -{-  m{y  —  p)  -Jr  n{z  —  y)  =  o. 

La  distance  du  point  («,  b,  c),  mis  en  évidence  dans  l'équa- 
tion de  la  droite,  à  ce  pied  est 

r  =  l{a  —  a)  -f-  fn{b  —  p)  +  n{c  —  y). 
On  a  donc 

l  =  a-\-l  [^(a  — a)  +  m(6  —  P) -h  n(c  — y)], 
7i  =  6  +  /n[/(a  —  a)-4-m(6— P)-f-/i(c  — y)], 
^z=c  -]-  n  [l{a  —  d)  -\-m{b  —  P)  +  «(c  — y)]. 
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4.  Étant  donné  les  équations  d'une  droite 

former  les  équations  de  deux  plans  rectangulaires  pas- 
sant par  cette  droite. 

{École  Centrale.  —  Examen  oral;  juillet  1886.) 

L'équation   d'un    plan  quelconque  passant  par  la   droite 
donnée  est 
(i)  X^+  [xj  4- v^=iO, 

A,  [;,,  V  étant  liés  par  la  relation 

(2)  X  -4-  ;x  -j-  V  =  G. 

Un  autre  plan  passant  par  cette  droite  a  pour  équation 

(3)  X'^- +  [j-'j- -h  v':;  =  o, 
si  l'on  a 

(4)  X'4-a'  +  v':^o; 

les  plans  (i)   et   (3)    doivent  être    rectangulaires,    donc  on 
doit  avoir 

(  5  )  XX'  H-  |j.a'  -I-  vv'  =ir  o. 

Les  équations  (4)  et  (5)  donnent 

X'  a' 


V  —  a         X  — ■  V         a  —  X 

Les  équations  de  deux  plans  rectangulaires  passant  par  la 
droite  donnée  sont  donc 

"kx  -\-  \j.y  -i-  V^  :=  o, 
(v  —  a)^-t-(X  — v)j4-(^  —  X)c=:0, 

X,  [X,  V,  étant  liés  par  la  relation  (2). 
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/  5.  On  donne  deux  droites  K,  B,par  la  droite  A  on  mène 
des  plans  sur  lesquels  on  projette  la  droite  B;  on  demande 
le  lieu  géométrique  de  cette  projection. 

{Ecole  Polytechnique.  —  Examen  oral;  admissibilité.  1886.) 


(I) 


Soient 

.-r  —  a y  —  b        z  —  c 

^2^  ^  —  a'_y—b'_z  —  c' 

^    '  a'       "       p'      ~      y' 

les  équations  des  droites  données. 

L'équation  d'un  plan  quelconque  passant  par  la  première 
droite  est 

(3)  l{a-  —  a)  -hij.{y  —  b)  -hv{z  —  c):=o, 
si  l'on  a 

(4)  Xa  4- [x^  +  VY  =  o. 

L'équation  d'un  plan  quelconque  passant  par  la  seconde 
droite  est  de  même 

(5)  A'(^  _  a')  4_  ^'(j  _  b')  ^V  {z-c')  =  o, 
si  l'on  a 

(6)  X'a'4-[x'^'  +  v'Y'=r:o. 

Le  plan  (5)  sera  un  plan  projetant  de  la  droite  (2)  sur  le 
plan  (3)  si  l'on  a  la  relation 

(7)  XX' -h  (X[i.' H- vv' =  0. 

L'équation   de  la   surface-lieu  s'obtient  en  éliminant    les 
six  paramètres  X,  [x,  v,  V,  \jJ,  v'  entre  les  cinq  équations  homo- 

gènes  (3),  (4),  (5),  (6),  (7). 
De  (3)  et  (4)  on  tire 

X  JX 

^:{y-b)-^{z-c)--  ^{z-c)-y{.v-a) 

V 

~  p{^-a)  —  x{j-b)' 
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De  même,  de  (5)  et  (6), 


'('{f  —  b')  —  p'{^  —  c')        x{z  —  c)—  ■;'  ^o-'  —  a  ) 


Portant  dans  l'équation  (7)  il  vient 

(8)  I[Y(r-^)-?(--0][T'(j-^')-?'(--c')]=o, 

équation  d'une  surface  du  second  ordre. 

6.  Chercher  si  les  deux  droites 

jo-  — i=j,  \J^  =  ~-, 

I  a:  -T- >'  ^^z,  I  j:  —  j  =  2 

ve  coupent. 

On  mène  la  perpendiculaire  commune  à  ces  deux 
droites;  trouver  les  coordonnées  de  son  pied  sur  la  pre- 
mière droite. 

(École  Polytechnique.  —  Examen  oral;  admissibilité.  1886.) 

(«)  On  pourrait  former  le  déterminant  des  coefflcients 
de  ces  équations  et  constater  qu'il  n'est  pas  nul,  ce  qui  prouve 
que  les  droites  ne  sont  pas  dans  un  même  plan;  mais  en 
écrivant  les  équations 

{  X — y — 1  =  0,  \  X  —  ^=zo, 

(  X -h y — z^=o,  I  x—r  —  2:=0, 

on  remarque  que  ces  droites  sont  situées  dans  les  plans  pa- 
rallèles 

X— 7  — 1  =  0,        X— j  — 2=0, 

elles  ne  se  coupent  donc  pas. 

(6)  La  perpendiculaire  commune  est  l'intersection  des 
plans  menés  respectivement  par  ces  droites,  perpendiculai- 
rement à  un  plan  parallèle  à  ces  deux  droites. 
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La  remarque  précédente  nous  montre  que  l'un  de  ces 
plans  a  pour  équation 

œ—j-  =  o. 

Le  pied  de  la  perpendiculaire  commune  sur  la  première 
droite  est  l'intersection  de  cette  droite  et  du  plan  mené  par 
la  seconde  droite  perpendiculairement  au  pian  x — y=zo. 

Or,  l'équation  d'un  plan  quelconque  mené  par  la  seconde 
droite  a  pour  équation 

^  —  f  —  2-|-X(.z-  —  z)  z=o; 

il  sera  perpendiculaire  au  plan  x  — j'  =  o  si  l'on  a 

/  -h  2  =  G. 

Le  pied  de  la  perpendiculaire  commune  sur  la  première 
droite  est  donc  défini  par 

œ—y—  I,  1 

X  -\-  y  —  ^  =:  G , 
X+y —  2S-h2=0. 

1  '  ''■ 

7.  On  donne  le  plan 

(i)  Ix  ~{- my  ~{- nz  =^  o 

en  coordonnées  rectangulaires  ;  écrire  les  ^équations  de 
deux  droites  rectangulaires,  contenues  dans  ce  plan  et 
passant  par  l'origine. 

{École  Polytechnique.  —  Examen  oral;  admissibilité.  i886.) 

Première  Solution.  —  Un  plan  quelconque  passant  par 
l'origine  a  pour  équation 

(2)  "kx  -\-  [xy  -\-  vz-=:^o. 

Des  coefficients  de  direction  de  la  droite  commune   à  ce 
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plan  et  au  plan  (i)  sont  donnés  par 

a^  y  ^ 


(3) 


»i  V  —  /i  a        /t  A  —  /v        l[x  —  m  X 


Un  second  plan   quelconque   passant   à   l'origine  est    de 

même 

(4)  l'jc-i-\i.'y^Vz  =  o, 

et  des  coefficients  de  direction  de  la  droite  commune  aux 
plans  (i)  et  (4)  sont  donnés  par 


(5) 


mv'  —  fnx'        n\'  —  /v'        /[a'  —  ml' 

Les  droites  (3)  et  (5)  seront  perpendiculaires  si  l'on  a 

(6)     (mv  — na)  (mv'~na')  4-(/zX—  h)  (ni'  —  h') 

H-  (/[x  —  mX)  (/a'  —  mX')  =:o. 

Dès  lors,  les  équations  (3)  et  (5)  répondent  à  l'énoncé  si 
l'on  établit  entre  leurs  coefficients  la  relation  (6). 

Deuxième  Solution.  —  Les  équations  d'une  droite  quel- 
conque contenue  dans  le  plan  (i)  sont 

ce y z 

^'^  x  =  ll=7 

A,  |x,  V  étant  liés  par  la  relation 

(8)  /X -1-  //i[i.  -i-«V  =:0. 

Une  autre  droite  du  plan  a,  de  même,  pour  équations 

X         V        z 

(9)  )7=7=?> 

>/,  [i',  V  satisfaisant  à  la  relation 

(10)  /X' -t- /n[x' -h  nv'  =  o. 
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Les  droites  (7)  et  (9)  sont  rectangulaires  si  l'on  a 

(11)  XX'h- |X[x'+ vv'=o. 

Les  équations  (10)  et  (11)  permettent  d'exprimer  >/,  ;/,  v' 
en  fonction  de  X,  [;,,  v,  /,  m,  n. 

y        _        ij.'         _  y' 

/«v  —  /i\x       ni  —  h        l\j.  —  m\ 

Les  droites  demandées  sont  donc  finalement 

(12)  =  — r r— 1 T' 

X,  ;.».,  V  étant  liés  par  la  relation 
(8)  ZX  + /?i[x  +  nv  =  0. 

(KotrCh.II,  p.  38). 


.      8.   On  donne  deux  droites 

x  —  xç,  _  y  —  jo  _  -s  — Zq 

<^0  t>o  Cq 

x  —  x^_  y  —  yi  _z  —  z^ 


«1  ^1  Cl 

Par  chacune  d'elles  on  mène  un  plan;  on  demande  le 
lieu  de  Vintersection  de  ces  plans  quand  on  les  astreint 
à  se  couper  sous  un  angle  donné  a. 

{École  Polytechnique.  — Examen  oral;  admission.  1886.) 

L'équation  générale    des   plans   passant   par  la   première 
droite  est 

(1)  X  (.2;  — a;o)+a(7  — 7o)  +  v(5  — ^o)  =  o, 
\,  [A,  V  étant  astreints  à  vérifier  l'équation 

(2)  aoX  4- ^oH- 4- CqV  =  o. 
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De  même,  l'équation  d'un  plan  passant  par  la  seconde 
droite  est 

(3)  X'(^-^^)-^a'(/-J,)+v'(:r-^,)==o, 
à',  |jl',  v'  étant  liés  par  la  relation 

(4)  a,X'  -h  6i[x'  -7- Cjv' :=  G. 

L'angle  des  plans  mobiles  devant  être  constant,  les  coeffi- 
cients de  direction  de  leurs  normales,  mis  en  évidence,  doivent 
satisfaire  à  la  relation 

(5)  (XX'+  aa'4-  vv')'-  —  ces*  a  (X'  -^  a*  ^  v^) 

L'équation  de  la  surface-lieu  s'obtiendra  en  éliminant  les 
six  paramètres  X,  jjl,  v,  X',  [jl',  v'  entre  les  cinq  équations  (i), 
(a),  (3),  (4),  (5),  ce  qui  est  possible,  toutes  ces  équations 
étant  homogènes. 

De  (i)  et  (2)  on  tire 

X  a 


^0  (7  — 7o)  —  bo{z  —  Zo)        «0  l-  —  -0  j  —  Co  {J^  —  ^-o) 


èo  (^  —  ^0  )  —  «0  {y  —  jo  ) 
De  même,  de  (3)  et  (4)  il  vient 

V ,/ 

Ci{y—yi)  —  bi{z  —  Zi)~ai{z  —  Zi)  —  Ci{a:  —  j:i) 


L'équation  de  la  surface  est  dès  lors 

j  2  [co  (7  -7o)  -bo{z-  zo)]  [c,  iy-fr)  -b,{z-  z,)]  j* 
—  ces» a  |2L«^o(7— 7o)  — ^o(-  — -o)]'  j 

x\l.[cr{y-y,)-b,{z-z,)Y\  =  o. 
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9.  Lieu  des  sommets  des  angles  de  grandeur  constante 
dont  les  côtés  passent  par  deux  points  fixes. 

{École  Centrale.  —  Examen  oral;  juillet  1886.) 

Prenons  comme  axe  des  x  la  droite  des  points  fixes  et 
plaçons  l'origine  au  milieu  de  ce  segment;  soit  2a  sa  lon- 
gueur. 

Les   équations  d'une  droite   quelconque  peuvent  s'écrire 

x  —  l       r  —  -0        z  —  X. 


(1) 


cosX  COSfX  COSV 


en  mettant  en  évidence  un  point  ^,  y;,  i^  de  cette  droite. 

Les  équations  d'une  seconde  droite  passant  par  le  même 
point  sont 

(2)  ^zii,^ziu:i^izJ. 

COsX'  COS[Ji.'  cosv' 

On  tire  des  équations  (i) 
a;  — ;  +  /-cosX,         7  =  71 -h /-cosix,         ^  =  C  +  ^cosv; 
il  vient  de  même  des  équations  (2) 

^  =  ;  +  pcosX',        7  — 7)  +  pcosiji.',        ^  =  ^H-p  cosv'. 
La  première  droite  doit  passer  au  point 
x  =  a,         7  =  0,         x;  =  o. 
On  a  donc  pour  la  valeur  de  r  correspondant  à  ce  point 

(3)  ^  +  rcos  X  —  a  =:  o, 

(4)  7)  +  A-COS[X=:  O, 

(5)  ^  +  rcosv=^o. 

De   même   pour  la   seconde  droite  qui  doit  passer  par  le 
point 

xz=i  —  a,        7  =1  o,         ^  =  o 
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la  valeur  de  p  correspondant  à  ce  point  satisfait  aux  équations 

(6)  ç -f- pcosÀ' -h  a  =:  o, 

(7)  IQ  -i-  p  COSix'  =  O, 

(8)  Ç4-pcosv'  =  o. 
On  a  de  plus  la  relation 

(9)  cosX  cosX'  -+-  cosacos;j.'  -+-  cosv  cosv'  =  ces  a, 

X  étant  l'angle  constant. 

Des  équations  (3),  (4),  (5)  on  tire 


puis 


a 

CCS  A  =r  — 


CCS  a  = ': 


De  même  on  a 


P  =  [(;  +  «)'  + V  +  ^=]S 

.,       —a-ha) 
ces  /  ^^  — ^^ ; , 

P 

COS|Jl'r=  !, 

P 

_  r 
cosv'  = 

? 

L'équation  du  lieu  cherché  est  donc  finalement 

[l'  +  V  -+-  C'  -  «-]-  —  cos-a  [(5  —  a)— r-  -/i'  +  !;« 
1  x[(5-+-a)^--V  +  2:*j  =  o. 

'I  Cette  équation  est  celle  d'un  tore  engendré  par  la  rotation 

l|  R.  —  Ex.  de  Géom.  anal.  IJ,  i 

il 
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autour  de  Ox  d'un  cercle  placé  de  telle  sorte  que  le  segment 
sous-tendu  par  la  corde  des  points  fixes  soit  capable  de  l'angle 
donné  a. 

Après  avoir  étudié  les  surfaces  de  révolution,  il  sera  facile 
de  reconnaître  cette  propriété  sur  l'équation  que  nous 
venons  d'établir. 

10.  Une  droite  se  déplace  en  restant  parallèle  à  un 
plan  donné  et  ens''appuyant  sur  deux  droites  de  l'espace; 
lieu  des  points  qui  divisent  le  segment  mobile  dans  un 
rapport  donné. 

Soient  {fig.  I  )  AB  la  perpendiculaire  commune  aux  deux 


Fig. 


droites  données  D,  A  ;  Oson  milieu,  O  d,  Oo  les  parallèles  aux 
droites  D  et  A  menées  par  le  point  O. 

Menons  par  AB  un  plan  parallèle  au  plan  donné  H,  élevons 
enO  à  AB  une  perpendiculaire;  Ox^  Oy  seront  deux  axes  de 
coordonnées;  nous  prendrons  comme  axe  des  z  le  rayon 
conjugué  harmonique  de  Oy  par  rapport  aux  droites  Oo?,  Oo  ; 
les  axes  seront  donc  obliques. 

Les  équations  des  droites  données  sont 


D 


(  X  -^  d=io, 
\y-i-mz  =  c 


X  —  G?=  o, 


y 


mz  =:  o. 
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L'équation  d'un  plan  parallèle  au  plan  H  est 

^  —  Âz:=0. 

Les  coordonnées  des  points  M,  N  de  rencontre  avec  D  et  A 
sont  donc 

[j;i  —  —  d,  (Xi  =  d, 

MJ7,  =  — mX,  N^7j  =  /nX, 

(  ^   —\  f  ^.  —  > 


Si  l'on  appelle  A'  le  rapport  donné,  les  coordonnées  d'un 
point  P  du  lieu  étudié  sont 


—  d~kd 

x  = — , 

I  -r-  A 

—  /nX-H  km\ 
^~          I  -h  A 

c'est-à  dire 

x  =  d-, , 

A-î-  I 

.  A-i 
Y  =  m  1  -, , 

:=  A. 


Nous  obtiendrons  les  équations  du  lieu  du  point  P  en  éli- 
minant le  paramètre  a  entre  ces  trois  équations  ;  ce  lieu  est 
donc  une  ligne  plane  dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  Ode  : 
ces  équations  sont 

A—  I 


x=i  d 


r  = 


A-— I 


A -M 
C'est  donc  une  droite  s'appuyant  sur  AB. 

Démonstration  géométrique.  —  Soient  ijig.  2  )  H  le  plan 
auquel  la  droite  reste  parallèle  ;  D,  A  les  deux  droites 
données. 

Prenons  le  point  P  tel  que 

FM  _ 
PN~    ' 

je  dis  que  le  lieu  des  points  P  est  une  ligne  droite. 
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Projetons  sur  le  plan  H  le  point  N  parallèlement  à  D 
en  n. 

Le  lieu  de  cette  projection  est  une  droite  Br ,  A/i  =  MN  et 
lui  est  parallèle. 

Si  l'on  projette  de  même  le  point  P  en  /?  et  qu'on  prenne  le 

Fig.  2. 


OA       FM 

point  O  sur  AB  tel  que  j^  =  — —  :=  A",  0/>  est  parallèle  à  B/i  ; 

donc  le  plan  0/)P  est  parallèle  au  plan  fixe  BNj',  le  lieu  du 
point  P  est  donc  une  courbe  plane. 

Or  — ^  =  ^—^=-  const.,  donc  le   lieu  du  point  P  est  une 

droite. 

11.  Lieu  des  points  dont  la  différence  des  carrés  des 
distances  à  deux  points  donnés  est  constante . 

{Ecole  Centrale.  —  Examen  oralj  juillet  1886.) 


Soient  A  (a,  b,c),  B[a',b',c')  les  deux  points  donnés, 
M  (x,y,z)  un  point  du  lieu  cherché;  le  carré  de  sa  distance 
au  point  A  a  pour  expression 

MA'  =(x^  a)-  4-  (j  _  6)2  4-  (c  —  c)-  ; 
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De  même^  le  carré  de  sa  distance  au  point  B  est 

ÛB"  =  {a^-a'y-^{y-  b'Y  ^  {z  -  d)'-  ; 
On  doit  avoir  d'après  l'énoncé 

ma'  —  MB  '  =  k-, 
donc  [x,y^z)  satisfont  à  l'équation 

(1)  {x-a)'--^{y-br-^{z-cY 

-  [{X -  a'f  ^{y-b'r-  +  {z -  C'Y]  =  AS 

c'est-à-dire 

(2)  {a'  —  a)x^{b'—b)y^{d  —  c)z 

a-~-b-^d'  —  (a""  -^  b"-  -f-  c'-)  —  A* 


Le  lieu  géométrique  représenté  par  cette  équation  est  un 
plan  :  des  coefficients  de  direction  de  sa  normale  sont 

{a' -a).         {b'-b),         (c'-c); 

ce  sont  également  des  coefficients  de  direction  de  la  droite  AB; 
le  plan  (2)  est  donc  perpendiculaire  à  la  droite  AB. 

42.  Lieu  du  milieu  d'un  segment  de  longueur  constante 
s'appuyant  sur  deux  droites  rectangulaires  non  situées 
dans  un  même  plan. 

Prenons  comme  axe  des  x  la  perpendiculaire  commune  aux. 
deux  droites  données,  soit  A,  B  ses  pieds(^^.  3);  plaçons  l'ori- 
gine au  milieu  O  du  segment  AB;  prenons  comme  plan  des 
zx  le  plan  DAB;  le  plan  des  xy  contient  la  droite  A  qui,  par 
hypothèse,  est  perpendiculaire  à  la  droite  BD. 

Soient  OA  =  0B  =  a\  MNunepositiondusegmentdonné; 
les  coordonnées  du  point  M  sont  (a,  o,  X);  celles  du  point  N 
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sont  ( —  a,  {x,  o)  ;  et  l'on  a  la  relation 

(i)  MN^=  d^  =  ^a'-  + il'- ^r. 

Les  coordonnées  du  milieu  P  du  segment  MN  sont 


a  —  a 

a;  = =  0, 


(2) 


P        /-=?' 


X 

1 


L'équation  du  lieu  du  point  P  s'obtiendra  en  éliminant 

Fig.  3. 

D 


A,  [X  entre  l'équation  (i)  et  les  équations  du  système  (2). 
On  a  ainsi 

'    ^  r=0, 


y^  -^  z"-  -\- a?-  — 


d} 


o. 


Les  points  tels  que  P  se  trouvent  donc  dans  le  plan  z  Oy  ; 
et  dans  ce  plan,  sur  la  circonférence  dont  l'équation  est,  par 
rapport  aux  axes  Oy^  O^, 


r 


a- 7  =:0. 

4 
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Ce  lieu  n'est  donc  réel  que  si  l'on  a 

!\a-  —  dr  <.o, 

c'est-à-dire,  puisqu'il  s'agit  de  longueurs  géométriques, 

2a  —  c?<;  o; 

autrement  dit,  la  longueur  d  du  segment  MN  doit  être  supé- 
rieure à  la  distance  la  des  deux  droites  données. 

II.  —  Sphère. 

1.  Lieu  des  centres  des  sphères  passant  par  un  point 
donné  et  tangentes  à  un  plan  donné. 

{École  Centrale.  —  Octobre  1886.) 

Prenons  le  point  donné  comme  origine  des  coordonnées  ; 
(orientons  les  axes  d'une  manière  quelconque  et  soit 

(i)  A^H- Bj-f- C:;  —  D  =  0 

l'équation  du  plan  donné. 

L'équation  d'une  sphère  quelconque  passant  à  l'origine 
est 

(2)  iC' 4- j'  -h  5* —  l'kœ  —  2UL^ — 2V5=:0. 

Cette  sphère  sera  tangente  au  plan  (i)  si  la  distance  de  son 
centre  (a,  ;j„  v)  à  ce  plan 

AX  +  BuL^Cv  4-D 

(A»-f-B*  +  C--)^ 
est  égale  au  rayon 

R— (X*-i-a--r-v*)^ 
de  la  sphère. 

On  a  donc  entre  a,  jx,  v,  coordonnées  du  centre,  la  relation 

,0  .,        ,        ,        (AX-i-Bjji-t-Cv-i-D)* 
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C'est  l'équation  d'une  surface  du  second  ordre  que  nous 
étudierons  ultérieurement. 


2.  Lieu  des  centres  des  sphères  passant  par  un  point 
donné  et  interceptant  sur  une  droite  donnée  un  segment 
de  longueur  donnée. 

Plaçons  l'origine  au  point  fixe  par  lequel  doivent  passer 
les  sphères  et  orientons  les  axes  d'une  manière  quelconque  ; 
soient 

X  —  a        y  —  b  _  z  —  c 


(I) 


ces  a  cos^  ces  Y 


les  équations  de  la  droite  donnée,  d  la  longueur  du  segment. 
L'équation  générale  des  sphères  passant  à  l'origine  est 

(2)  œ^ -^- y- ~{- z^  —  ■îXx  —  2|xj — 2v^  =  o. 

Nous  exprimerons  que  le  segment  intercepté  a  la  longueur 
donnée  d  en  exprimant  que  la  différence  des  racines  de 
l'équation  aux  rayons  vecteurs  des  points  communs  à  la 
droite  (  i  )  et  à  la  sphère  (2)  a  pour  valeur  d. 

Cette  équation  aux  rayons  vecteurs  est 

(3)  r'-|-2[(a  —  X)  ces  a  H-  [b  —  \j.)  ces  (5  H-  (c  —  v)  cosy]  /" 

H- a- 4-  b^  -{-  c'^  —  2Xa  —  2;j(.è  —  2vc  =  o; 

on  doit  donc  avoir 

[(a  —  X)  ces  a  4-  (6  —  ij.)  cosp  +  (c  —  v)  cosy]- 

d^ 

—  [a^  +  è^H-c^  —  iXa  —  21J.6  —  2vc]  =y- 

Cette  relation  '  entre  X,  [x,  v  est  l'équation  du  lieu  des 
centres  des  sphères  satisfaisant  à  l'énoncé. 

Nous  verrons  plus  tard  que  ce  lieu  est  un  cylindre  parabo- 
lique. 
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3.  Lieu  des  centrées  des  sphères  de  rayon  constant  pas- 
sant par  un  point  donné  et  tangentes  à  une  droite  donnée. 

{École  Polytechnique.  —  Examen  oral;  admission.  1886.) 

Plaçons  l'origine  au  point  donné  :  l'équation  d'une  sphère 
passant  par  l'origine  et  de  rayon  R  est 

(1)  X^ -r- y-  -^  Z- 2Xj; —  ^U.J' —  2Vi  =  0, 

avec  la  condition 

(2)  X2  4-  a2 -+- V- =  R^ 

cette  équation  montre  que  le  centre  des  sphères  se  trouve  sur 
une  sphère  de  rayon  R  ayant  son  centre  au  point  fixe  com- 
mun. 
Soient 
„  X  —  a  _  y  —  b       z  —  c 

ces  a  cos^  ces  Y 

les  équations  de  la  droite  donnée  à  laquelle  les  sphères 
doivent  être  tangentes  :  cette  condition  sera  réalisée  si  la  droite 

(3)  rencontre  la  sphère  (i)  en  deux  points  confondus;  or 
l'équation  aux  rayons  vecteurs  des  points  communs  à  la  droite 
et  à  la  sphère  est 

(4)  r*  -h  2  [{a  —  X)  cosï  -i-  (  6  —  ix)  cos^  +  (c  — v)  cosy]  r 

-\-  à^  -^  b-  -^  C"^ 2  X'a  —  2  UL  6 2  V  c  =:  o. 

Cette  équation  aura  ses  racines  égales  si  l'on  a 

(5)  [(a  —  X)  cosa  +  (6  — a)  cosp  +  (c  —  v)cos{jl]* 

—  [  a'  -;-  6'  -h  c-  —  2  X  rt  —  2  u.  6  —  2  v  c  ]  =  o. 

Cette  dernière  équation  est  celle  d'un  cylindre  parabolique  ; 
le  lieu  des  centres  des  sphères  est  donc  une  courbe  gauche 
intersection  de  la  sphère  (2)  et  du  cylindre  (5). 
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CHAPITRE  II. 

GÉNÉRATION  DES  SURFACES. 


I.  —  Surfaces  cylindriques. 

Rappel  de  résultats. 

Définition.  —  Une  surface  cylindrique  est  engendrée  par  une 
droite  qui,  restant  parallèle  à  une  direction  fixe,  se  déplace  suivant 
une  loi  déterminée. 

(a)  Soient 

P  =  o,         Q  =  o, 

les  équations  de  deux  plans  donnés. 

F(P,Q|)  =  o 

est  l'équation  générale  des  cylindres  dont  les  génératrices  sont  paral- 
lèles à  l'intersection  des  plans  P  =  o,  Q  =  o. 
(è)  Soient 

^  ^  Ix  -h  my  -4-  n^  =  o, 


l'x  -+-  rr^y  -+■  rCz  =  o 
la  droite  donnant  la  direction  des  génératrices  d'un  cylindre  ; 

?(^.J>2)  =  o, 


les  équations  d'une  courbe  directrice.  L'équation  de  la  surface  cylin- 
drique définie  au  moyen  de  ces  éléments  s'obtient  en  éliminant 
x^y^  z,  entre  les  équations 

Ix  -h  m  y  -^  nz  =  X, 

l'x  -T-  m'y  -T-  n'z  =  \x, 
^{3e,y,z)  =  o, 
<3^(x,y,z)  =  o 
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et  en  remplaçant  dans  le  résultant  du  système 

F(X,ix)  =  o 
les  variables  À  et  {jl  par  les  fonctions 

Ix  -+-  my  -i-  nz,         l'x  -:-  m'y  -r-  n'z. 
L'équation  de  la  surface  cylindrique  est  donc 

¥  (Ix  -^  my  —  nz,  l'x  ~  m.'y  -^  n'z)  =  o. 

(c)  L'équation  du  cylindre  circonscrit  à  la  surface  dont  l'équation 
est 

/{x,y,z)  =  o, 

parallèlement  à  la  direction  (a,  p,  y),  s'obtient  en  exprimant  que 
l'équation 

f{x  ^ir,y  —  ^r,z-i-  -^r)  =  o 

a  une  racine  double. 

(d)  Si  les  génératrices  de  la  surface  cylindrique  sont  parallèles  à 
l'un  des  axes  de  coordonnées,  on  obtient  son  équation  en  exprimant 
que  l'équation  de  la  surface,  ordonnée  par  rapport  à  la  variable  corres- 
pondante, a  une  racine  double.  On  obtient  ainsi  l'équation  du  cylindre 
projetant  la  surface  donnée  sur  Fun  des  plans  de  coordonnées. 

(e)  L'équation  du  cylindre  projetant  la  courbe  dont  les  équations 
sont 

sur  l'un  des  plans  de  coordonnées  s'obtient  en  éliminant  la  variable 
correspondante  entre  les  équations  de  la  courbe. 

1.  Equation  du  cylindre  circonscrit  à  la  surface  dont 
l'équation  est 

X*      r»      z- 
a*      6*      c- 

parallèlement  à  une  direction  donnée. 

(École  Centrale.  —  Examen  oral;  juillet  1886.  ► 
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Les  équations  d'une  parallèle  quelconque  à  la  direction 
donnée,  dont  j'appelle  a,  [3,  y  ^6S  cosinus  directeurs,  sont 


a  ^  Y 

Le  point  X,  jk,   z  appartiendra  à  la  surface   cylindrique 
demandée  si  l'équation 

{x  +  rtrf       (j4-|3r)-       (z  +  yr)-  _ 


a-  b-  c^ 

a  une  racine  double. 

Cette  équation,  développée  et  ordonnée,  s'écrit 

-  +  h  —  -^  M"  +  2    —  +  9^  —  -^    /■ 

a-       b-       c^  I  \  oP-         b-        c  ) 

X-       y^       z-         \ 
a-       b-       c-         j 

L'équation  du  cylindre  circonscrit  est  donc 

^2       ^2       ^2  y  \^  «2       ^2      ^;        y       \a-    '    b"^        C' 
Le  plan  de  la  courbe  de  contact  a  pour  équation 

13.x       ^y      jz 

a-        b-        c- 


2.  Équation  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  ont 
une  direction  donnée  et  s'appuient  sur  une  directrice 
définie  par  les  coordonnées  de  V un  quelconque  de  ses 
points. 

Soient  a,  (3,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  direction  des 
génératrices  ; 

(1)  a;=f{t).         J--=9(0,         z-=^{t) 
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les  équations  de  la  directrice  donnée.  Les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  d'une  génératrice  de  la  surface  peuvent 
s'écrire 

(2)  l  =  x-\-xr,         Ti^j^-pr,         Ç  =  5  +  Yr 

et  un  système  de  valeurs  de  ;,  t;,  l,  doit  vérifier  les  équa- 
tions (i);  on  a  donc 

(3)  a:  +  xr=f{t),         y^pr  =  o{t),         z -r- -(r  =  -^  (t). 

Ce  système  doit  être  vérifié  par  les  mêmes  valeurs  de  /■ 
et  de  t;  l'élimination  de  ces  variables  entre  les  équations  pré- 
cédentes donnera  donc  l'équation  du  cylindre. 

Application.  —  Soient 

x  —  at^b,        y  —  a't-r-b'.         z  —  o{t) 

les  équations  d'une  directrice  jo/ane  quelconque  ;  le  système 

(3)  s'écrit  ici 

!x  -r-  xr  z=zat  -^  b^ 
y^pr^a't-^b', 

Des  deux  premières,  écrites  sous  la  forme 

at  —  zr  -h  b  —  x^=o, 
a't  —  pr^b'  —  /  =  o, 
on  tire 


^{y  —  à')-hp{b  —  x)       a'{b  —  x)  —  a{b'  —y)      a'oL  —  ap 

L'équation  du  cylindre  est  dès  lors 

-_     af(b  —  x)  —  a{b'—_Y)_     /xiY  —  b')-h^{b  —  x) 
"    '  ^  a'%  —  ap  ~\  a'x  —  ap 

La  nature  de  la  surface  est  en  évidence  dans  cette  équa- 
tion :  on  peut,  en  effet,  l'écrire 

P==?(Q), 
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P  et  Q  étant  deux  polynômes  du  premier  degré.  C'est  la  forme 
caractéristique  des  équations  de  cylindre. 

3.    On  donne  la  courbe  dont  les  équations  sont 
(i)  ,37  =  acoscp,         y  ■=■  aûnc^,         z  =  k^, 

et  la  droite 

X y s  _ 

on  demande  Véquation  du  cylindre  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  la  droite  donnée  et  s' appuient  sur  la 
courbe. 

{Ecole  Polytechnique.  —  Examen  oral;  admission.  1886.) 

Les  équations  de  la  directrice  montrent  que  cette  courbe 
est  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution  autour  de 
l'axe  des  z. 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  d'une  droite 
parallèle  à  la  direction  donnée  sont  fournies  par  les  équa- 
tions 

(2)  \  =  x^^r,         r^—y-^pr,         ^=:z  +  yr, 

a,  (5,  Y  étant  supposés  les  cosinus  directeurs  de  la  droite 
donnée  dans  l'énoncé. 

La  droite  (2)  sera  une  génératrice  du  cylindre,  c'est-à- 
dire  que  le  point  x,y,  z  appartiendra  à  la  surface  cylindrique 
étudiée,  si  un  système  de  valeurs  de  ^,  y;,  Ç  vérifie  les  équa- 
tions de  la  directrice. 

On  doit  donc  avoir  simultanément 

I  ;r  +  ar  =  acosç, 

(3)  <7 +  p/-r=asincp, 

(  ^  -I-  yrrr:  Âftf. 
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On  éliminera  ç  et  /'  entre  ces  équations.  Il  vient 

z  ~^r 

On  a  donc 

5  -i-  Y  /■       >•  —  S  /• 

et 

cette  équation  ordonnée  s'écrit 

(5)       (a-4-p')  r*-i-  2  {xx  -h  Pf)  r  -h  x^  +  y^  —  a- =  o. 
On  conclut 


(6) 


et  l'équation  de  la  surface  est  finalement  obtenue  en  rem- 
plaçant r  par  cette  valeur  dans  l'équation  (4). 

II.  —  Surfaces  coniques. 
Rappel  de  résultats. 

Définition.  —  Une  surface  conique  est  engendrée  par  une  droite 
qui  passe  par  un  point  fixe  et  se  déplace  suivant  une  loi  déterminée. 
Le  mode  de  déplacement  de  la  droite  mobile  peut  être  défini  : 
i»  par  une  relation   analytique  donnée  entre  ses  coefficients    de 
direction  ; 
2»  au  moyen   d'une  courbe  plane  ou  gauche  sur  laquelle  elle  doit 
l     s'appuyer  constamment  ; 

3»  au  moyen  d'une  surface  à  laquelle  elle  doit  être  constamment 
;  tangente. 

(a)  Soient  P  =  o,  Q  =  o,  R  =  o,  les  équations  de  trois  plans  for- 
mant un  triédre  ;  l'équation  générale  des  cônes  ayant  ce  point  comme 
sommet  est 

F(P,Q,R)  =  o 

F  désii^nanl  une  fonction  homogène. 
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(b)  Soit  un  cône  défini  par  son  sommet  S  (a,  P,  y)  et  une  direc- 
trice dont  les  équations  sont 

on  obtient  l'équation  de  la  surface  conique  en  exprimant  qu'une 
droite  issue  du  sommet  S  et  dont  les  coordonnées  sont  fournies  par 
les  équations 

a-+-XX  P  +  XY  Y-t-5^Z 

/V»      .  Y       1 ! .  T       * 


I  ^  A  I  -+-  A  1  -+-  A 

s'appuie  sur  la  directrice  D,  c'est-à-dire  que  les  deux  équations 


y 

/a-4-XX  \ 

ont  une  racine  commune  en  ).. 

(c)  Si  la  génératrice  issue  du  sommet  S  doit  rester  tangente  à  la 
surface  ayant  pour  équation 

f(x,y,z)  =  o, 

on  obtient  l'équation  de  la  surface  conique  en  exprimant  que  l'équa- 
tion 

■a-f-XX 


/ 


i-^X 


a  une  racine  double  en  X. 

(d)  Un  cône  du  second  ordre  dont  l'équation  est 

Ax^  -h  \y^  +  A"jz^  +  2 Byz  -r-  2  B'zx  -^  iB"xy  =  o 

a  son  sommet  à  l'origine,  et  est  triorthogonal  si  l'on  a 

A  +  A'+ A":==o. 

La  fonction 

M  =  A  -1-  A'  -4-  A", 

est  un  invariant;  cette  condition  est  donc  générale. 


J 
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1.  Equation  du  cône  ayant  un  sommet  donné  (a,  P,y) 
t  pour  directrice  la  parabole 

I)  )^"  =  ^' 

/    >•-  —  2/>vr  =:  O. 

{Ecole  Centrale.  —  Examen  oral;  juillet  1886.) 

Les  coordonnées  d'un  point  d'une  droite  quelconque  issue 
du  point  S  (a,  ^,  v)  sont 

y_-lX  S^àY  v-XZ 

^2)  a;=  y 


le  point  (X,^,Z)  appartient  à  la  surface  conique  si  les 
coordonnées  x^y,  z  vérifient  les  équations  de  la  directrice, 
c'est-à-dire  si  l'on  a 

;  Y-r-xz  =  o. 

',  (P-t-XYr  — 2/>(ï^XXj(i -^X)=o. 

La  même  valeur  de  a  doit  vérifier  ces  équations.  On  a 
donc 

(pz  -  f\y-  -  2/>  (zz  -  vX)  (Z  -  v)  ^  o. 

C'est  l'équation  de  la  surface  ;  on  remarque  en  é\âdence  dans 
l'équation  les  plans  tangents 

Z  — Y  =  o, 
aZ       "X       o. 

2.   On  donne  un  plan  parallèle  au  plan  des  xy;  dans  ce 
j)lan,  une  circonférence  ayant  son  centre  sur  l'axe  des  z; 
in  demande  l'équation  du  cône  quia  cette  circonférence 
pour  directrice  et  l'origine  comme  sommet. 

{École  Centrale.  —  Examen  oral;  juillet  1886.  > 

lî.  —  Ex.  de  Géom.  anal.,  II.  3 
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Soient 

\  x^-hy^  —  a-^o, 

les  équations  du  cercle  donné. 

Une  génératrice  quelconque  du  cône  a  pour  équations 

(2)  O)  ■=  [xX,  j'=:;j.Y,  ^  =  tj.Z, 

en  appelant  ^  la  valeur  du  rapport  ■    ^     ■  qui  paraît  dans  les 

équations  générales. 

Un  point  de  la  génératrice  (  2  )  doit  se  trouver  sur  la  direc- 
trice ;  on  doit  donc  avoir 

.„.  i  |i.2(X2  +  Y2)-a2  =  o, 

^^^  (|xZ  =  A. 

L'élimination  de  |x  entre  ces  deux  équations  donne  l'équa- 
tion de  la  surface 

(4)  h^a;--^y-)  —  a^z^—o. 

Remarque.  —  Les  équations  (2)  montrent  que,  les  coor- 
données d'un  point  de  la  directrice  étant  X,  Y,  Z,  celles  d'un 
point  quelconque  de  la  surface  situé  sur  la  même  généra- 
trice sont  données  par  a;  =  [j.  X,  .  .  .  ;  la  surface  conique  est 
donc  le  lieu  des  courbes  homothétiques  à  la  directrice  donnée, 
le  centre  d'homothétie  étant  placé  au  sommet  du  cône. 

Cette  remarque  est  générale  pour  les  surfaces  coniques. 

3.  On  donne  dans  le  plan  des  xy  un  cercle  de  rayon  a 
tangent  aux  deux  axes  de  coordonnées'^  écrire  U équation 
du  cône  ayant  cette  courbe  comme  directrice  et  un  point 
de  Vaxe  Oz  comme  sommet. 

{Ecole Polytechnique.  —  Examen  oral;  admissibilité.  1886.) 


I 
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Les  équations  de  la  directrice  donnée  sont 

z  =  o, 

{x  —  a)-  -h  (r  —  a)-  —  a-  ^=o: 

soit  Y  la  cote  du  sommet  du  cône;  les  équations  d'une  droite 
quelconque  passant  par  ce  point  sont 

XX  XY  Y-4-XZ 


Le  point  (X,  Y,  Z)  doit  être  tel  qu'un  point  de  cette  géné- 
ratrice appartienne  à  la  directrice  donnée,  c'est-à-dire  que 
"les  équations 

Y-i-XZ  =  o, 

[XX  — a(I-^-X)]*-^^XY  — a(n-X)P  — a«(i  -h  X)*  =  o 

doivent  avoir  une  racine  commune  en  a;  l'équation  de  la 
surface  conique  est  dès  lors 

[yj;  4-  a  (2  —  y)]'  -+-  [yJ  +  «  (-  —  Y)P  —  «*  (-  —  y)*  =  O- 
Les  plans  mis  en  évidence  dans  cette  équation  sont 

V  ^=^x  -\-a{z  —  y)^o, 

Q  =  Y7  +  «(-  — ï)  =  0' 
R  =  ^  — Y  =  o. 

4.  Déterminer  les  projections  de  la  courbe  de  contact 
'Vun  cône  de  sommet  donné  circonscrit  à  une  sphère  de 
rayon  donné,  sur  les  plans  de  coordonnées. 

i  École  Centrale.  —  Examen  oral;  juillet  1886.) 
Soient 

(i)  {x  —  aY-^{Y  —  b)--\-{z~cy  —  h}—o 

léquation  de  la   sphère  donnée,  S  (a, 3, Y?)  1^  sommet  du 
cône. 

L'équation  de  la  surface  conique  s'obtiendra  en  exprimant 
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que  l'équation  en  a,  obtenue  en  cherchant  l'intersection  de  ia 
droite  dont  les  équations  sont 

a -4- XX  Ê  +  XY  ^-^17. 

avec  la  sphère,  a  une  racine  double.   On  obtient  ainsi 

(3)  [(oc-af +  (?-6)^  +  (Y-cr-R^J 
x[{x-ay--\-{y-b)-  +  {z-cY-K''] 

-[(^^-a){x-a)  +  {^-b){y-b) 

Cette  équation  met  en  évidence  le  plan  de  la  courbe   de 
contact 

(4)  {x-a){x-a)  +  {p-b){y-b) 

La  courbe  dont  on  demande  la  projection  est  donc  définie 
par  les  équations 

f  {X  —  ay  +  {y  —  bf  +  {z  —  cf  —  ^R'-  =  o, 

(5)  )  (y_-^  a){x  -  a)  +  {r^  -  b){y  -  b) 

(  ^(y_c)(:;— C)-R2r=:0. 

L'équation  de  la  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan 
des  xy  s'obtiendra  en  exprimant  que  ces  équations  sont 
satisfaites  pour  une  même  valeur  de  z,  c'est-à-dire  en  élimi- 
nant entre  elles  la  variable  z  ;  la  dernière  équation  donne 

(6)  {z-c)  = ^ :^^ ^ i 

en  portant  cette  valeur  dans  le  premier  membre  de  l'équation 
de  la  sphère,  il  vient 


(7)     {x-aY  +  {y-bf-V.^ 

r(oc_a)(^-«)  +  (p-6)(j-è)-R^ 


]- 
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équation  dune  conique  bitangente  au  cercle 

{x  —  ay-  -+-  {r  —  by  —  R2  =  o 
à  sa  rencontre  avec  la  droite  dont  Téquation  est 

{x  —  a){x  —  a)-^{}  —  b){y—b)  —  R^^o. 

o.  On  donne  trois  axes  rectangulaires  et  deux  droites 
fixe^  D,  Yi'  se  coupant  en  M;  on  demande  le  lieu  décrit  par 
une  droite  passant  e/iM  et  se  déplaçant  de  telle  sorte  que 
le  produit  des  cosinus  des  angles  quelle  fait  avec  les 
droites  D  et  D'  ait  une  valeur  constante  donnée. 


Soient 

(•) 

(2) 


{École  Centrale.  —  Examen  oral;  octobre  1886.) 

X  —  a y  —  b z  —  c 

ces a  ces  5  cosy 

X  —  a y  —  b z  —  c 

cosa'         ces  S'         cosv' 


les   équations  des   droites  D  et  D',     a,  b,  c  étant   les   coor- 
données du  point  M. 

Les  équations  d'une  droite  quelconque  passant  par  ce  point 
sont 

,o>  X  —  a       y  —  b       z  —  c 

(3)  — -^ — 


Â 


L'angle  des  droites  (i)  et  (3)  est  donné  par  la  formule 

-.       X  ces ï -h  a  CCS  S -h  V  cosv 
cosV= : î- j '-; 

de  même,  l'angle  des  droites  (2)  et  (3)  est  donné  par 

,,,       Xcosa'-+- acosS'H- vcosy' 
cosV  = '■ î- i- . 
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D'après  l'énoncé,  on  doit  avoii'  - 

cosV  cosV  =z  k, 
k  étant  la  constante  donnée;  on  conclut 

(4)  (Xcosa  4-  [xcosp  +  vcosy)  (Xcosa'  +  ij,cos[i' +  vcosy') 

L'équation  de  la  surface-lieu  s'obtiendra  en  remplaçant 
X,  p,,v  dans  cette  dernière  équation  par  leurs  valeurs  propor- 
tionnelles {x  —  a),  {y  —  6),  [z  —  c). 

On  obtient  ainsi 

(5)  {{x  —  a)  ces  a  -\-  {y  —  b)  cos^  +  (-^  —  c)  cosy] 
X  [{oc  —  a)  cosa'4-  {y  —  b)  cos^'+  {z  —  c)  cosy'] 

_  A-[(^  _ay-  +  {y-bY-^{z-  cy-]  =  G, 

équation  d'un  cône  du  second  ordre  ayant  son  sommet  au 
point  M. 

6.  Exprimer  que  deux  droites  données  ensemble  sont 
rectangulaires. 

{École  Polytechnique .  —  Examen  oral  ;  admission.  i886.) 

On  peut  définir  un  système  de  deux  droites  concourantes 
par  l'intersection  d'un  cône  du  second  ordre  et  d'un  plan 
passant  au  sommet. 

Plaçons  l'origine  en  ce  point  :  les  droites  sont  alors  définies 
par  les  équations 

(  kx^'  +  k'y-  4-  A"^2  _^  267^  4-  i^'zx  -{-2B"xy  =  o, 
I  Ix  4-  my  4-  nz  =:  o. 

Ces  droites  seront  rectangulaires  si  le  cône  qui  les  contient 
et  qui  passe  par  la  normale  à  leur  plan  est  triorthogonal  ;  or 


I 
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Téquation  d'un  cône  contenant  les  deux  droites  données  est 

(2)  C(x,y,z)  ^  {Ijc  -r-  my  ^  nz)  ^xx  ~  '^jf  ^  ^z )  =  o, 

en  posant 

( 3 )  C  yx,y,  z',—\x''—  \'y-  -^  .  .  .  -^  2  B'œj. 

Ce  cône  contient  la  normale  au  plan  donné 

JC Y  z 

l        m       n 
si  Ton  a 

(4)  C(/,m,n)  -T-  (/-  ^-  m^  —  «*)  (a/—  _Sm  -!-•'«  I  =0: 
il  est  triortho£:onal  si  Ton  a 

(5)  A  —  A'— A"^- x/-r- Sm -f- vn  =0. 
La  condition  (4)  devient  donc 

(6)  C(/,/w,n)  — (A-T-A'-^A")(/-  — /«-^/i-j  =o; 

c'est  la  condition  nécessaire  et  suffiwinte  pour  que  les  droites 
(  I  )  soient  rectangulaires . 

Remarques.  —  (a)  Dans  la  pratique  on  peut  simplifier  cette 
condition  :  on  peut,  par  un  choix  convenable  des  axes,  écrire 
l'équation  du  cône  de  telle  sorte  que 

B=:B'r=B  =o; 

la  condition  (6)  devient  alors 

.  7 )     A/'-  +  A'nr-  -h  A'Vi'  —  {X  ~-  X'  +  A")(P  -^  m-  +  n*)  =  o, 

c'est-à-dire 

(8)  \         \     /  \"h- A)/w»-H<  \        \     /r  — o. 

(6)  Les  quantités  /,  m,  n  sont  proportionnelles  aux  coor- 
données x,y,  z   d'un   point  quelconque  de   la  normale  au 
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plan  Ix  4-  my  +  «^  =  o;  le  cône-lieu  des  normales  aux  plans 
Lx-\-my  -\-  nz  =  o  coupant  le  cône  donné  C  {x,y,  z)=:  o 
suivant  deux  droites  rectangulaires  a  donc  pour  équation 

(9)  (A'-i-A")^2+  (A  +  A")72-i-(A-f-A')^2  — o. 
Si  le  premier  cône  donné  est  triorthogonal,  on  a 

Ah-A'--A"=o; 
le  cône  (9)  est  donc  identique  au  cône  donné, 
(c)  Si  le  plan  des  deux  droites  est  fixe 
Ix  H-  my  H-  nz  =  o 

et  qu'on  demande  de  définir  un  ensemble  de  deux  droites 
rectangulaires  situées  dans  ce  plan,  on  opérera  ainsi  :  soit 

lœ'^  +  lj.y-  -\-  vz-  -=0 

l'équation  d'un  cône  ayant  son  sommet  à  l'origine;  la  condi- 
tion (8),  qui  s'écrit  ici 

(10)  (a-(-  v)/^  +  (XH-  v)/?z2  +  (X  +  [x)/l='=:0, 

est  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  paramètres  a,  [i-,v  pour 
que  le  système  des  droites 

Icc  -h  my  -h  nz  =  0.         Xx^  -{-  [xr^  -!-  v^^  =  o 

soit  rectangulaire. 

(FoîrChap.  I,  p.  i4). 

7.  On  donne  la  surface  dont  l'équation  est 

(  I  )  xy  —  ^-  =  o  ; 

à  quelle  condition  doit  satisfaire  un  plan  passant  par 
l'origine  pour  couper  cette  suif  ace  suivant  deux  droites 
rectangulaires  ? 

{École  Polytechnique.  —  Examen  oral;  admissibilité.  1886.  ) 

Cette  question  est  une  application  immédiate  de  la  pré- 
cédente. 
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Soit 

{■2)  Ix  -\-  ar  —  vz  z=o 

un  plan  quelconque  passant  par  l'origine. 

L'équation  générale  des  cônes  contenant  les  droites  com- 
munes aux  surfaces  (i)  et  (2)  est 

(3)  .2'v  —  .;-  -L  (Xa7-i-  P-J-t-  yz){7.x  —  py-^'(z)  =  o. 

Ce  cône  doit  :   1°  contenir  la  normale  au  plan  (2),  ce  qui 
donne  la  condition 

(4)  À(x  —  V*  -h  (À-  —  a=  4-  v')(ï/  -r-  Sa-i-  vv)  =  0; 
2°  Etre  triorthogonal,  ce  qui  exige 

i  ■>  )  xl  -f-  'p<j.  -r-  yv  —  1  =  0. 

On  a  donc    finalement    comme    condition    nécessaire    et 

suffisante 

( (3 )  lij.  —  v'  —  (  À-  —  y.-  -i-  V- )  ^:  o, 

c'est-à-dire 


A-  -h  'J.-  ~r-  A'x  =  o. 


Les  équations  de  l'un  des  systèmes  des  droites  de  l'énoncé 
sont  donc 

xy  —  ^2  =  0, 

Xx  -h  'j.r  H-  vc  =  o, 
avec  la  condition  (-) 

X* -+- ;x* -h  Xa  t=o. 

8.  Equation  du  cône  ayant  pour  sommet  un  point  donné 
fit  pour  directrice  une  courbe  donnée  par  les  coordonnées 
de  Vun  quelconque  de  ses  points . 

Soient  S  (a,  3»  y)  '^  sommet  donné, 

(0  ^=f{t),       y--=?{t),       -  =  'H0 

les  équations  de  la  directrice  donnée. 


Î2  ne    PARTIE.   —   GEOMETRIE   A   TROIS   DIMENSIONS. 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  d'une  droite  issue 
du  point  S  sont  données  par  les  formules 

I    ^        a  +  X^ 


'  1  —  A 


\   ^~    i  +  X^ 

Xj  y,  z  seront  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
surface  conique  étudiée  si  un  système  de  valeurs  de  ^,  r,,  Z 
vérifie  les  équations  de  la  directrice. 
Le  système 

;  a  -H  X  ^  t=  (  I  -f-  X  )/(  ^  ) , 
(3)  p_HXj=:(l+X)cf(0, 

(y-t-Xx;--=(i-hX)<f(0, 

doit  donc  être  vérifié  par  les  mêmes  valeurs  de  a  et  de   t; 
l'équation  de  la  surface  conique  estle résultant  de  ce  système. 


111.  —  Surfaces  conoides. 

Rappel  de  résultats. 

Définition.  —  Une  surface  conoïde  est  engendrée  par  une  droite 
qui  reste  parallèle  à  un  plan  fixe  appelé  jo/a/î  directeur,  qui  s'appuie 
sur  une  droite  fixe  appelée  axe  et  qui  s'appuie  en  outre  sur  une  courbe 
fixe  appelée  directrice,  ou  reste  tangente  à  une  surface  fixe. 

(a)  Soient  R  =  o  l'équation  du  plan  directeur  d'un  conoïde, 
P  =  o,         Q  =  o 

les  équations  de  l'axe;  l'équation  générale  des  conoïdes  admettant  ces 
éléments  est 
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ç(P,  Q,  Ri  =  o, 

o  désignant  une  fonction  homogène  par  rapport  aux.  lettres  P  et  Q. 

(6)  Soient 
(i)  xx^pj  — Y^=o 

l'équation  du  plan  directeur, 

Ix  -^  my  -^  rt^  —  jD  =  o, 
l'x  -f-  m'y-r-n'z  —p'^o 

les  équations  de  l'axe  d'un  conoïde, 

/(x,y,  z  )  =  o, 
^(x,y,z  t  =  o, 

les  équations  d'une  directrice  donnée. 
Les  équations  d'une  génératrice  quelconque  sont 

7.T-^^y  —'fZ  =  À, 

Ix  -^  my  —  nz  — p  —  p. ( l x  -r-  m'y  —  n'z  -^p' )  =  o. 

En  éliminant  x,  y,  z  entre  ces  équations  et  celles  de  la  directrice, 
on  obtient  la  relation 

Fi^X,  ai  =  o 

qui  doit  exister  entre  les  paramètres  X  et  |x  pour  qu'un  point  de  la 
génératrice  appartienne  à  la  directrice.  Cette  relation  obtenue,  il 
suffit  d'y  remplacer  X  par 

et  {1  par 

Ix  —  m.y  -+-  nz 
l'x  -r-  m'y  -^  n'z 

pour  en  déduire  l'équation  de  la  surface. 
(c  )  Les  notations  étant  les  mêmes,  soit 

/{x,y,z)  =  o 

l'équation  dune  surface  à  laquelle  la  génératrice  doit  rester  tan- 
gente. 
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Les  équations  d'une  génératrice  quelconque  sont 


(2) 


Ix  -^  my -\-  nz  -^ p  —  ]x{l'x-^  m'y  +  n'z ~\-p' )  =  o. 


On  sait  mettre  ces  équations  sous  la  forme 

^  — ^1  _  y—y\  _  ^  —  ' 


a 


X\  Yi  zi,  a,  b,  c  étant  des  fonctions  de  X  et  de  [x;  en  formant 
l'équation 

f{Xi  -^  ar,yi  -4-  b?-,  Zi  -^  cr)  =  o 

et  en  exprimant  que  cette  équation,  ordonnée  par  rapport  à  /'  a  une 
racine  double,  on  obtient  la  relation  qui  doit  exister  en  X  et  |x  pour 
que  la  génératrice  (7.)  appartienne  à  la  surface.  Il  suffit,  pour  obtenir 
l'équation  de  la  surface,  de  remplacer  X  et  |j.,  dans  la  relation 
F(X,  \x)  =  o,  par 

Ix  -I-  my  -\-  nz-\-  p 


ax-{-^y-^^{Z, 


L'x  -r-  n\ly  -T-  n'z  4-  p 


1.  Equation  du  conoide  ayant  pour  plan  directeur  le 
plan  des  xy,  comme  axe  Vaxe  dès  z  et  pour  directrice 
une  circonférence  dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  zOy 
et  dont  le  centre  est  sur  Ox  (Coin  de  Wallis). 

Les  équations  de  la  directrice  sont,  par  exemple, 

^  I  x  —  d=o, 

\  y'^z^--R^=.o; 

celles  d'une  génératrice  quelconque  sont,  de  même, 

y  ■ —  Ix  =zo, 
z—    [X  — o; 

cette  droite  doit  rencontrer  la  directrice  D;  les  équations 

y —  lxz=:0,  X  —  <ir=0, 

^  _  [X  =  O,  y^  +  z-  —  R2  =  o, 
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ont  donc  une   solution   commune  en  x,   )',  z,  c'est-à-dire 
qu'on  a 

X=^  +  a«  — R^  =  o. 

L'équation  de  la  surface  s'écrit  donc 
r-       z'-       R-_ 


Toutes  les  sections  parallèles  au  plan  jO^  sont  des  ellipses 
)nt  l'axe  v( 
est  sur  Ox. 


dont  l'axe  vertical  a  une  longueur  constante  et  dont  le  centre 


2.  Équation  du  conoïde  ayant  ses  génératrices  tan- 
gentes à  une  sphère  et  pour  plan  directeur  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe. 

Prenons  le  plan  parallèle  au  plan  directeur,  mené  par  le 
centre  de  la  sphère,  comme  plan  des  xy\  prenons  l'axe  du 
conoïde  comme  axe  des  r,  et  le  plan  passant  par  Oz  et  le 
centre  de  la  sphère  comme  plan  des  ^O^. 

L'équation  de  la  sphère  est  alors 

(i)  {x  —  a)- +  j- -r- ;- —  R- =  o. 

Les  équations  d'une  droite  quelconque  parallèle  au  plan 
X  Oy  et  s'appuyant  sur  Oz  sont 

i  y  —  \x  =:  o, 

I    z  —  a     =0; 

cette  droite  sera  une  génératrice  de  la  surface  si  sa  projection 
sur  le  plan  des  xy  est  tangente  à  la  projection  sur  le  même 
plan  de  la  section  de  la  sphère  (i)  par  le  plan  z  —  ;x  =:  o. 
Or,  les  équations  de  cette  dernière  projection  sont 

(5  =  0, 
^^  j  (x-a)»-i-7»-+-0L=-R'  =  o; 
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la  droite  dont  l'équation  est  y  —  \x  ■=■  o  sera  tangente  à  ce 
cercle  si  l'on  a 

L'équation  du  conoïde  s'écrit  alors 

(5)         '''S  ■■=(■+ 5)  («'-=')' 

c'est-à-dire 

(6)  a-(^-+72)(R2  — ^2^  — ay  r=o. 

3.  On  considère  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe 
est  Oz;  on  demande  i°  les  équations  d'une  hélice  tracée  sur 
ce  cylindre^  —  2°  V équation  du  conoïde  ayant  pour  axe 
l'axe  du  cylindre,  pour  plan  directeur  le  plan  des  xy  et 
l'hélice  pour  directrice. 

{École  Centrale.  —  Examen  oral;  juillet  1886.) 

Soit 

(  i  )  x^  -i-  y"^  —  a-  ^  o 

l'équation  du  cylindre  donnée  ;  les  coordonnées  d'un  point  de 
la  surface  appartenant  à  une  hélice  sont 

(2)  a^r=acoS(f,  J' :r:  a  sin  o,  ^rziA-ff, 

en  appelant  ç  l'angle  du  plan  passant  par  la  génératrice  du 
cylindre  et  l'axe  0;î  avec  le  plan  zOx. 

Une  génératrice  quelconque  du  conoïde  est  définie  par 

(3)  z  —  l,         y  =  ^x\ 

ces  équations  doivent  être  vérifiées  par  les  valeurs  (i);  on  a 
donc 

(4)  A'tpr^X,  sin  cp  :=  a  ces  0 
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OU,  en  éliminante;, 

X 
(o)  -— arctanga. 

L'équation  du  conoïde  est  donc  finalement 

y 
z=^k  arc  tang  —  • 

X 

4.  Équation  d'un  conoïde  dont  on  donne  le  plan  direc- 
teu?'^  Vaxe  et  une  directrice  définie  par  les  coordonnées 
de  l'un  quelconque  de  ses  points. 

Soient 

D  =  o 

l'équation  du  plan  directeur, 

P  =  o,         Q  =  o 

les  équations  de  l'axe, 

celles  de  la  directrice. 

Une  génératrice  quelconque  est  définie  par  les  équations 

D^X=:0,  P+;xQ=:o. 

Les  valeurs  de  x^y^  z  tirées  de  ces  équations  doivent  satis- 
faire aux  équations  de  la  directrice. 

L'équation  caractéristique  du  conoïde  F  (a,  ;ji.)  =  o  s'obtien- 
dra donc  en  éliminant  x^f,  z,  t  entre  les  équations 

ix=/{t),  \B-hl     =0, 

r=:cp(0,         /P-T-aQ  =  o. 

Dans  le  résultant  de  ce  système, 

F(X,u)  =  o, 

P 
il  suffira  de  remplacer  a  et  [x  respectivement  par  —  D  el  —  ^ 

pour  obtenir  l'équation  de  la  surface  demandée. 
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IV.  —  Surfaces  de  révolution. 

Rappel  de  résultats. 

Définition.  —  Une  surface  de  l'évolution  est  le  lieu  des  posi- 
tions d'un  cercle  de  rayon  variable  suivant  une  loi  donnée  et  dont  le 
plan  reste  perpendiculaire  à  une  droite  fixe  sur  laquelle  se  trouve 
constamment  le  centre  du  cercle.  Celui-ci  s'appelle  un  parallèle. 

On  peut  donner  la  loi  de  variation  du  rayon  du  cercle  : 

1°  Par  une  relation  analytique  entre  la  longueur  du  rayon  et  la 
position  du  centre  du  cercle  sur  l'axe  de  la  surface  ; 

2"  Par  une  courbe  directrice  sur  laquelle  le  parallèle  doit  cons- 
tamment s'appuyer. 

Quand  cette  directrice  est  plane  et  que  son  plan  contient  l'axe,  011 
lui  donne  le  nom  de  méridienne. 

(a)  Soient  S  =  o  l'équation  d'une  sphère  de  centre  fixe,  P  =  o 
l'équation  d'un  plan  fixe. 

F(S,  P)  =  o  est  l'équation  générale  des  surfaces  de  révolution 
dont  l'axe  est  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  sphère 
S  =  o  sur  le  plan  P  =  o. 

(6)  Soient  (a,  b,  c)  un  point  de  l'axe  d'une  surface  de  révolution. 

ax-f-  Pj  — Y-  =  o 
l'équation  d'un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe, 

f(x,y,z)  =  o,         o{x,y,z)  =  o 

les  équations  d'une  directrice. 

Si  l'on  pose 

^a:-af-^iy-bf~-{z-cy-  =  l, 

(  aa^^pjK  — Y^  =  |x 

et  qu'on  élimine  a:,^,  z  entre  ces  équations  et  celles  de  la  directrice, 

on  obtient  la  relation 

F  (X,  [J.  I  =  o 

qui  doit  exister  entre  X  et  jjl  pour  qu'un  point  du  parallèle  (  1  )  appar- 
tienne à  la  directrice  donnée.  En  remplaçant  X  et  [jl  par  les  fondions 

(x  —  a)^  +  {j  —  bf  -f-(^  —  cf,         7.x  -\-  Pjkh- Y-=' 

on  obtient  l'équation  de  la  surface. 
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c  )  Si  l'axe  de  la  surface  est  pris  comme  axe  des  z  et  qu'on  donne 
flans  le  plan  des  zx  une  courbe  méridienne  ayant  pour  équation 

F(x,  5)  =  o, 

l'équation  de  la  surface  de  révolution  ainsi  définie  est 

Y{^x^—yKZ)  =  o. 
I  d)  Soit 

A j-2  —  A'r^  -~  A'^2  —  iByz  -T-  iB'zr  —  i^' xy  —  . . .  =  o, 

l'équation  d'une  surface  du  second  ordre. 

r'  Cette  surface  est  de  révolution  si,  B  B'B'  étant  difiFérents  de  o. 
on  a 

b"  ~  ^  ~^~W~       "~  B^  ' 

iaxe  est  alors  perpendiculaire  au  plan 

X       y        z  _ 
B^B^'^B^^^" 

2"  Si  un  seul  des  coefficients  des  rectangles  est  nul,  la  surface  ne 
peut  pas  être  de  révolution. 

3°  Supposons  deux  rectangles  nuls  : 
Si 

B^o,         B'  =  o,  B'  =  o, 

on  doit  avoir,  pour  que  la  surface  soit  de  révolution, 

(A'-A')(A'  — A)-Bî  =  o. 
Si 

B  =  o,         B'f  o,         B'  ^  o, 

on  doit  avoir 

(A  — A'HA'— A'i  — B'*  =0. 
Si 

B  =  o  .         B'  =  o,         B'f  o, 

on  doit  avoir 

(  A  —  A')  (  A'  —  A')  -  B'»  =  o. 

4°  Si  les  trois  rectangles  sont  nuis,  on  doit  avoir,  pour  que  la  sur- 
face soit  de  révolution, 

A  =  A',     ou     A  =  A',     ou    A'  =  A' 

R.  —  Ex.  de  Géom.  anal..  II.  4 
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(e)  Quand  on  a  reconnu  qu'une  surface  du  second  ordre  est  de 
révolution  et  qu'on  veut  obtenir  les  équations  de  l'axe  de  celte  sur- 
face, il  y  a  lieu  de  distinguer  les  cas  suivants  : 

lo  BB'B"$o.  Soit 

,        ,       B'B"      ,,      B"B       ,„       BB' 

Les  équations  de  l'axe  sont 

B(--^)=B'(r-:-^)-=B-(.H-e:). 

20  B'  =  o,         B"  =  o,         B^  — (A— A';(A  — A"j==o. 

Les  équations  de  l'axe  sont 

Aa:  -J-  C  =  o, 
B  (Aj -I- G')  =  (A'— A)  (A^ -f- C"  ). 
3"  B  =  0,  B'  —  o,  B"  =  o,         A'  —  A"  =  o. 

Les  équations  de  l'axe  sont 

A'y  -1-  G  =  o,         A'z  -+-  G"  =  o. 

1.  Équation  d'une  surface  de  révolution  dont  on  donne 
l'axe  et  une  directrice  définie  par  les  coordonnées  de  l'un 
quelconque  de  ses  points. 

Soient  (a,  6,  c)  un  point  de  l'axe  donné,  (a,  (3,  y)  ^es  co- 
sinus directeurs, 

(i)  oor=zf{t),       y  =  <f{t),       z  =  ^{t) 

les  équations  de  la  directrice. 

Un  parallèle  quelconque  a  pour  équations 

(2)  i  ccx-\-py  +  jz  =  l, 

\{x  —  a)-+ij  —  by-i-{z  —  cy-  =  u.. 

Ce  cercle  s'appuiera  sur  la  directrice  donnée  si  pour  une 
certaine  valeur  de  t  les  équations  (i)  fournissent  une  solution 
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du  système  (2):  les  équations 

/3,  \  ^/(0-T-S9(0-+-Y•|(^.'=>• 

i  {/{t)  -  ay-  -f-  [^(f  )  -  hy-  -f-  [•^{t,  -  cy  =  y. 

doivent  donc  avoir  une  racine  commune  en  t. 
Le  résultant  du  système 

F(À,a)r=o 

donne  la  relation  caractéristique  de  la  surface  de  révolution 
dont  on  s'occupe. 

Il  suffît  d'y  remplacer  À  et  ;x  par  les  fonctions 

a^  ^  3/  —  vz.         (j7  —  a  y  +  (7  —  by  -~  {z  —  cy 

pour  obtenir  l'équation  de  la  surface. 

2.  On  donne  trois  axes  rectangulaires  Oœ,  Oj',  Oz; 
on  considère  la  bissectrice  de  l'angle  xOy:  on  demande 
l'équation  du  cône  engendré  par  l'axe  Ox  tournant  au- 
tour de  cette  droite. 

(Ecole  Polytechnique.  — Examen  oral;  admissibilité.  1887.  i 

La  surface  de  révolution  dont  il  s'agit  est  engendrée  par 
un  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  droite 

a;— 7  =  0,         ^  =  0, 

r 

dont  le  centre  est  sur  cette  droite  et  qui  s'appuie  constam- 
ment sur  l'axe  Ox  dont  les  équations  sont 

Les  équations  d'un  cercle  quelconque  ayant  pour  axe  la 
droite 

x~y=io,         .G  =0 
sont 

x*^y^~z^  =  l, 

X  -r-y=z^\ 
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A  et   [JL  doivent  être  tels  que  ces  équations    soient   vérifiées 
quand  on  y  fait  simultanément 

^  =  0,        7  =  0. 
On  a  donc  - 

on  conclut 

[J.2  _  X  —  o. 

L'équation  du  cône  est  dès  lors 

{œ  +7)2  —  {œ'^-i-y^  -t-  z-)  —  o, 
c'est-à-dire 

z'-  —  ixy  =  o. 

3.  On  donne  la  droite 

x=y  —  z 
et  dans  le  plan  des  xy^  la  droite 

x  —  y^a; 

trouver  l'équation  de  V hy perholo'ide  de  révolution  en- 
gendré par  la  rotation  de  la  seconde  droite  autour  de  La 
première. 

{École  Polytechnique.  —  Examen  oral;  admissibilité,  1887.) 

Les  équations  d'un  parallèle  quelconque  d'une  surface  de 
révolution  ayant  pour  axe  la  droite 

0^  =  7  =  z 
sont 

(1)  ^2+_^2^_,2^X, 

(2)  OJ-l-J+^mjX. 

Un  système  de  valeurs  de  x,  7,  z  doit  satisfaire  aux  équa- 
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lions  de  la  génératrice  donnée 

(3)  :;  — o, 

(4)  x—y  —  a. 

On  obtient  la  relation  qui  doit  exister  entre  X  et  jjl  en  éli- 
minant x,y,  z  entre  ces  quatre  équations.  On  a 

a:-T-/  =  [x,         X — y=za; 
d'où 

a  -^  rt  a  —  o 


2 

portant  ces  valeurs  dans 

il  vient 

(5)  uL^ -h  a-  —  2X  =  o. 

L'équation  de  la  surface  de  l'énoncé  est  donc 

(6)  (^ï-  -f- r  ^zy-  —  2  {x^-  -^  j2  -^  :;-)  ^a-  =  o. 

4.  Z/ew  <:/e5  sommets  des  cônes  de  révolution  circonscrits 
à  un  ellipsoïde. 

{École  Polytechnique.  —  Examen  oral;  admission.  i888.  ) 

Soit 

x^       y-       -- 
a-        b^       c- 

l'équation  de  l'ellipsoïde. 

S  (a,  P,  y)  étant  un  point  de  l'espace,  l'équation  du  cône 
ayant  ce  point  comme  sommet  est 

/a=        S'-       y'-         \fx-        y»        z^- 
\a*       o*       c-  a^       b-       c- 

tx       &y       '/z 
a»         fe*        c» 
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Posons 

«2  g2  ^2 

\  a'-       0^       c- 

Pour  que  ce  cône  soit  de  révolution,  il  faut  que  l'on  ait  : 
i^Si  :  BB'B">o 

,       B'B'        ,,       BB'       ,„       BB' 
B  B'   "^  B'   ' 


or 


B-_-ÊL-  B'---^-  B"---^- 

BB'B"r^-°V!;x^' 


BB'B"           a^           BB'B" 

<?' 

BB'B" 

B'     ~       a'*'             B'-     " 

b'' 

B"^     — 

par  suite 

B'B"     ^/x^-^r-_^f- 

B          a^\a-   '    b-'   '    e- 

-V 

a2  ^  a^  _ 
a*  "^  a*  ~ 

E 

on  doit  donc  avoir  finalement 

E        E 

E 

a'    '  b-~^ 

■   ~73 

c- 

ce  qui  exige 


a''       w-       c^ 


Le  lieu  du  sommet  S  est  l'ellipsoïde  lui-même.  Dans  ce  cas, 
le  cône  circonscrit  est  réduit  au  double  plan  tangent  mené 
par  le  point  pris  comme  sommet. 

2"  a=^o,  ou[i  =  o,  ouy:=o  entraîne  l'égalité  à  zéro  de 
deux  rectangles.  En  appliquant  les  formules 

(  .V  —  A)  (.V -- A)  —  B^  r=o, 
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on  trouve  : 

Si  a  =  o,      E  =  o,      solution  discutée  plus  haut  et 


Y' 

-  —  I  =  o. 


b-  —  a-       c-  —  a- 

ellipse  imaginaire,  si  l'on  suppose,  ce  que  l'on  est  toujours  en 
droit  défaire, 

Si  g  =  o.     E  =  o  et 


c-  —  b-       a-  —  b- 
hyperbole  : 

Si  Y  1=  o,  on  obtient,  outre  E  =  o. 


—  I     -  O  , 


a^  —  c-   '    b-  —  c- 


I  =Oj 


ellipse  réelle. 

Ces  coniques  sont  les  focales  de  l'ellipsoïde. 

Remarques.  —  i  a)  Si  nous  supposons  que  l'ellipsoïde 
s'aplatisse  sur  le  plan  des  xy,  c'est-à-dire  que  c  tende  vers  o, 
les  lieux  que  nous  venons  d'obtenir  deviennent 


•^  a-  —  b-       o* 


e  qui  montre  que  le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolu- 
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lion  contenant  la  conique 

i  z  —  o, 

se  compose  : 

i^De  la  conique  elle-même; 
2°  De  l'hyperbole 

[  P  =o, 

\  Cf.-  Y^ 

' 1=0. 


(b)  Etudions  l'hyperbole  trouvée  dans  les  cas  où  3  ^=  o? 
c'est-à-dire  lorsque  le  sommet  du  cône  se  meut  dans  le  plan 
zOa:.  Elle  a  son  centre  et  un  axe  communs  avec  la  section  de 
la  surface  par  le  plan  xOy.  Les  sommets  de  l'hyperbole  sont 
les  foyers  de  cette  section  et  réciproquement,  etc.  On  peut 
l'engendrer  de  la  manière  suivante  : 

Soient  A,  A'  les  sommets  de  l'ellipse,  F  son  foyer;  on 
mène  un  cercle  quelconque  tangent  à  AA'  au  point  F  et  l'on 
mène  les  tangentes  par  les  points  A  et  A'.  Soient  P,  P'  les 
points  de  contact,  M  le  point  de  rencontre  des  tangentes. 

On  a 

MA'  =  A'Fm-MP', 

MA=AFh-MP'. 
Donc 

MA —MA  =  FA— FA. 

M  est  un  point  de  l'hyperbole  ayant  les  points  A,  A'  comme 
foyer  et  dont  les  sommets  sont  F  et  F'. 

Nota.  —  Les  considérations  qui  précèdent  permettent  de  résoudre 
la  question  suivante  posée  dans  les  mêmes  conditions  que  celles  que 
nous  venons  de  traiter. 

Trouver  V équation  d'un  cône  de  révolution  de  sommet 
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donné  et  contenant  une  conique  donnée;  à  quelle  condition 
doivent  satisfaire  les  coordonnées  du  sommet? 

Lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution   contenant 
r  ellipse 

i 

/  --  -T-  -rv  —  1  —  o 
'  a-        0- 

{École  Polytechnique.  —  Examen  oral;  admission.  1888.) 

o.  Lieu  des  axes  des  surfaces  de  révolution  représentées 
par  V équation 

X-  -h  \y^  -r- 1  z-  —  2ii.zx  —  2  Xx—  I  ^=0. 

Ces  surfaces  seront  de  révolution  si  l'on  a 

(a)  jj.  étant  supposé  non  nul, 

(i)  (X  —  I    —  a-  =0. 

Les  équations  de  l'axe  sont  alors 

(2) 

(  !*7  — C-^  — O- =0, 

obtenues  par  l'application  des  formules  rappelées  plus  haut. 
On  tire  du  système  (2) 

X  =  0:, 

ix—  \)z 

y 

portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  il  vient 

(3)  ,_a:--5'^^^y=o, 

c'est-à-dire 

7«(i  —  a  ^  -^  z'  {x  —  i)-  —  o 
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qui  se  décompose  en 

X  —  I  r^  O 

et 

z'-Xx  —  \)  —  y-  -=:  o. 

(  b)  Supposons  maintenant  [a  =  o  ;  la  surface  sera  de  révo- 
lution dans  l'une  des  hypothèses  suivantes.: 

l=z  2,  X  =  I. 

Dans  la  première  hypothèse,  on  a  comme  équations  de 
l'axe 

y  =  o,         zz=o; 

l'axe  de  révolution  est  l'axe  Ox,  etc. 

6.  Les  droites  A'OA,  B'OB,  C'OG  sont  trois  axes  de 
coordonnées  rectangulaires;  on  suppose  OA'=OA  =  a, 
OB'=,OB  :=  b,  OC  =  OC  ==  c,  déterminer  : 

1°  Le  lieu  des  axes  de  révolution  des  surfaces  de  révo- 
lution du  second  ordre  qui  passent  par  les  six  points 
A,  A',  B,  B',  G,  C. 

(  Concours  général  1878.  Partie.  ) 

L'équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre  passant 
par  les  six  points  donnés  est 

^'^  «2  ""   F  "^'   C^  "^   2XjC+2[i.S^-h2V^7—  I  rzro 

en  supprimant  les  cônes  ayant  leur  sommet  à  l'origine. 
(a)  Supposons  d'abord  que  l'on  ait 

X  [j(.  V  ^  0  ; 

la  surface  (i)  sera  de  révolution  si  l'on  a 

,    ,                    i        av        I        Xv        i        Xa       , 
(2)  —  —  '—  =  z:. =  1 =  /<; 
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les  équations  de  l'axe  seront  alors 

(3)  /^  r=:  ar  — -  v::;. 

Appelons  9  la  valeur   commune  de  ces  trois  quantités;  il 

vient 

0  0  6 

les  équations  (2)  donnent  alors 

I         6a:  _  j_       ^^'  —  li  _  If  —  /i 
^ "* ^  'a}       yz^  b-       zx^  c-       xz 

Le  lieu  des  axes  s'obtiendra  en  éliminant  0  et  h  entre  ces 
trois  équations  :  on  peut  les  écrire 

yz 
hyz  -r-^x  —  •— -  ^  o, 

zx 
(ô)  ;  hzx  -f-  Or—  T7  =0, 

hxy  —  ^z ^  =  o. 

L'équation  cherchée  est  donc 

!  yz  \ 

i  7-  -^         —  '—-    i 


^^     y      —  -Âi  i  =  O' 


!  ^y 

c'est-à-dire 


6^ 


.z-x  XY^'y              'vz-       x-y\             i  zy^        zx' 

ou 

(8)  ^7-  =  o, 

/  I  II.      /   I         I  '\    .       /'  I         I  \    « 


6o  II«    PARTIE.    —   GÉOMÉTRIE   A   TROIS   DIMENSIONS. 

Le  lieu  se  décompose  donc  en  trois  plans  et  un  cône  tri- 
orthogonal  du  second  ordre. 
(b)  Supposons 

[X  r=  o,  V  :=:  o. 

L'équation  générale  devient 


(10)  -+^  +  ^4-2Xj^-i.=  o; 

la  surface  qu'elle  représente  sera  de  révolution  si  l'on  a 

Les  équations  de  l'axe  sont  alors 


o, 


(12) 

X 

^  =  "' 

(i3) 

a- 

)5 

c'est-à-dire 

(i4) 

X  =:0, 

(i5)  Xj-^---J.=o. 

Chacune  des  valeurs  de  X  tirée  de  l'équation  (ii)  portée 
dans  l'équation  (  1 5  )  donne  l'axe  de  la  surface  correspondante. 
Ces  deux  axes  sont  situés  dans  le  plan  desjK^. 

On  trouverait  de  même  les  axes  situés  dans  les  deux 
autres  plans  de  coordonnées. 

Quand  les  trois  rectangles  sont  nuls,  on  a  un  ellipsoïde  qui 
n'est  pas  de  révolution  tant  que  les  trois  longueurs  a,  b,  c 
sont  différentes. 
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V.  —  Surfaces  réglées. 

R.\PPEL  DE   RÉSULTATS. 

Définition .  —  On  appelle  surfaces  réglées  celles  qui  sont  engendrées 
par  le  déplacemenl  continu  d'une  droite. 

Toutes  les  surfaces  du  second  degré  sont  des  surfaces  réglées  :  les 
génératrices  rectilignes  sont  réelles  dans  les  cônes,  cylindres,  hyper- 
boloïdes  à  une  nappe,  paraboloïdes  hyperboliques  ;  imaginaires  dans 
les  ellipsoïdes,  la  sphère,  les  hyperboloïdes  à  deux  nappes,  les  para- 
boloïdes elliptiques. 

(a)  L'équation  des  surfaces  du  second  ordre  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

PQ  =  RS, 

P  =  o,  Q  =  o,  R  =  o,  S=o  étant  les  équations  de  quatre  plans,  réels 
ou  imaginaires  suivant  la  nature  de  la  surface;  cette  équation  met 
en  évidence  un  double  système  de  génératrices  rectilignes. 

(6)  Soient 

\P=o, 
ÎQ  =  o 

les  équations  d'une  droite  mobile  dans  l'espace,  les  coefficients  des 
fonctions  P  et  Q  étant  variables  ;  la  position  de  cette  droite  dépend 
de  cinq  paramètres;  si  l'on  donne  six  conditions  à  remplir  par  ces 
paramètres  on  obtiendra,  par  leur  élimination,  l'équation  de  la  sur- 
face réglée  engendrée  par  la  droite  mobile. 

1.  Equation  de  la  surface  réglée  engendrée  par  une 
droite  s' appuyant  sur  une  droite  donnée  et  sur  deux  direc- 
trices définies  par  les  coordonnées  de  l^un  quelconque 
de  leurs  points. 

Soient 

Pr:=0. 


^'Q  =  o 
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les  équations  de  la  droite  donnée, 

i    x=^f{t),         ^  --^/i(O), 

7  =  9(0,        /-=<fi(0), 

(   ^=--'1(0,         2-^<]^i(0), 

celles  des  directrices  données. 

Les   équations   d'une   droite    quelconque    rencontrant    la 
droite  D  sont 

I  -r-  A  I  +  A  I  -I-  X 

a,  (3,  Y  satisfaisant  aux  équations 

j    P  (a,p,Y)=o, 
I    Q(«,P,T)=o. 

De  plus,  on  doit  avoir 

oi-i-lcc  =  {i  -+-  À)/(/),  a  +  a.r  =  (i  +  [Ji)/i  (0), 

p4-X7-^(n-}0<p(/),  ^4-;xj=r=(i  +|x)cpi(0), 

Y  +  X5.-zr.-(i  -i-X)<f(0,  T  +  !^- =(I  +  !^)'l'I(^)• 

En  éliminant  les  paramètres  a,  P,  y?  ^?  [Ji-j  ^j  6  entre  les  huit 
équations  précédentes,  on  obtiendra  l'équation  de  la  surface. 

2.  On  donne  les  équations  de  trois  droites 

.r  —  x^  _  7  —  7i  _  ^  —  -I 

(2) 
(3) 


«1 

bx                 Cl 

.r  —  .To 

7—72        -  —  -S" 

«2 

^2       ~"       C2 

X  —  X^ 

r  —  73  _  ^  —  ^3 

«3 


et  l'on  demande  l'équation  de  la  sur/ace  engendrée  par 
une  droite  qui  s' appuie  sur  les  trois  droites  données. 

(École  Polytechnique.  —  Examen  oral;  admission.  1887.) 
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Considérons  les  deux  dernières  droites  comme  étant  les 
directrices  de  l'équation  précédente;  leurs  équations  peuvent 
s'écrire 

l    j:-  =  0^2  H-  a  2  / , 
(2)  '    J=72—  *2''' 

f      ^    =-2    —   C,   /•, 

1     '^  =  -^3   "r-  C3  p . 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  première 
droite  sont  données  par 

J,T=j;,  -r-ai/,  J=J,  —  61).,  Z^Zi  —  Ci'/.. 

Les  coordonnées  d'un  point  d'une  droite  quelconque  pas- 
sant par  ce  dernier  point  ont  pour  expression  : 


~ — ;    Y,   =• ^ ^ — ;    1  = ; ^- 


Les  équations 


/   J7, -h  rt,À -I- tx:r  =  (  I -+- [x)  (0^2 -î- aj/"), 

-1  -i-CiX^-fXZ  =(l  +;x)(-2  ^c^r), 

j?,  -t-  a,X  -h  vj;  ^  (  I  -^  v)  (x'  -h  ajp), 


doivent  donc  être  satisfaites  par  les  mêmes  valeurs  de 
A,  [L,  V,  /•,  p;  l'équation  de  la  surface  s'obtiendra  en  éliminant 
ces  cinq  paramètres  entre  les  six  équations  précédentes. 
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3.  Equation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite 
s'appuyant  sur  une  droite  donnée  et  sur  deux  circonfé- 
rences données  situées  dans  des  plans  parallèles  entre  eux 
et  à  la  droite  donnée.  La  projection  de  la  droite  donnée 
sur  un  plan  parallèle  à  ceux  des  circonférences  passe 
par  les  projections  des  centres  de  ces  circonférences. 

(Cette  surface  est  employée  en  Stéréotomie  et  constitue 
une  partie  de  V arrière-voussure  de  Marseille.) 

Prenons  comme  plan  des  zx  le  plan  mené  par  la  droite 
donnée  perpendiculairement  aux  plans  des  circonférences  ; 
la  droite  donnée  comme  axe  des  z  et  comme  axe  des  x  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  l'une  des  circonfé- 
rences sur  la  droite. 


Soit 

(I) 


I  œ  —  a  =  o. 


les  équations  des  circonférences  données.  Les  équations  d'une 
droite  quelconque  rencontrant  l'axe  des  z  peuvent  s'écrire 

(3)  E  =   TJ  7]=  — ^,  ^~! —. 


Le  point  (.3;,jK,  ^),  mis  en  évidence  dans  l'équation  (3), 
appartiendra  à  la  surface  étudiée  s'il  existe  un  système  de 
valeurs  de  [x,  \  X'  vérifiant  simultanément  les  équations  (  i), 

(2),  (3)  et 

(^A        î:'-Jl£_  ^'—JlZ.  r'-t±^ 

^^^     ^-rrx''     ^-T-Ti'     ^--r^^ry- 
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Il  vient  : 

'  (1  -h  Aj- -^       \  I  -i-A  y  ' 


',  I  -  X 
c'est-à-dire 


7ï  y  ~ 


a 


I  0)  _-    yï  -4.    ' 


•r--  \  ï 


/•'  --  o. 


JC  X 


On  peut  écrire  ce  système 

(5)  «'7'-^L{iL(a:  — «)-t-a2]î  — R2^»— o, 

(6)  a-v-—  [u.(x--x)-f-ïi  —  '^x'—  r-x-  —ç,. 

L'équation  de   la  surface   est  l'éliminant  de   •*  entre  les 
deux  équations  précédentes. 

4.   On  donne  les  équations 

U)  a;*^j*— x;î=o, 

(2)  iC-+-I=0,  J—  2— O, 

(3)  a:  — 2=0,  i-    irzro 

e/  /'o/i  demande  : 

R.  —  £'j:.  de  Géoni.  anal.,  II.  c 
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i"  Quelle  est  la  surface  représentée  par  la  première 
équation? 

2"  De  reconnaître  si  les  droites  (2)  et  (3)  se  coupent; 

3°  L'équation  de  la  surf  ace  engendrée  par  une  droite 
qui s^ appuie  sur  les  droites  (2)  et  {^)  et  qui  reste  tangente 
à  la  surface  (i). 

{École  Polytechnique.  —  Examen  oral;  admissibilité.  1887.) 
La  première  équation 

(  1  )  ^2  -t-  J*  —  Z'^  zizO 

est  celle  d'un  cône  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z^  et 
ayant  son  sommet  à  l'origine. 

Les  droites  (2)  et  (3)  situées  dans  les  plans  parallèles 

.rn-imo,         X  —  2  =  0 

ne  se  coupent  pas. 

Les  équations  d'une  droite  s'appuyant  sur  ces  deux  droites 
peuvent  s'écrire 

(  ^+1  ^X(7— 2)=o, 
I  œ  —  2H-(jl(s  —  i)z=o; 

cette  droite  appartiendra  à  la  surface  étudiée   si  elle  ren- 
contre le  cône  (i)  en  deux  points  confondus. 

Pour  exprimer  cette  condition,  nous  allons  mettre  les 
équations  de  la  droite  (4)  sous  la  forme 

œ  —  Xq  _  y  —  Yo  _  ^  — -Zq  _ 
a  b  c 

Pour  cela  nous  mettrons  d'abord  un  point  en  évidence, 
soit  -z  =  o  sa  cote  ;  il  vient 

2X  —  IX.  —  3 

^  =  2  +  |x,  y= ^ 

D'ailleurs  des  coefficients  de  direction  de  cette  droite  sont 
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donnés  par 

a:  ^-  Xj'  -^  o  y<  z-=o, 

c'est-à-dire 

a;  r    z 

A|jt         —  a         — A 

Les  équations  de  la  droite  (4^  peuvent  donc  s'écrire 

o.\  —  u  —  3 

7 ^^ ■ 

^—  2  —  -X-^  A  Z 

6  )  ^ —  — := -,-  • 


Si  l'on  appelle  0  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  on  a 
0= 1 ,, 

r  étant  la  distance  du  point  a:,  ^,  z  au  point  mis  en  évidence 
dans  les  équations  i  6  '.  L'équation  en  6  est  donc 

c'est-à-dire 

6^  (À»aî  -  a'  -  X*)  ^  26  FxaCa  ^  a)  —  u  ^^~.-^~^] 

,.      (2X  — a— 3l- 
-^-(2-f-{l)-^ ^^ =  0 

"Il 

A6--^2B0-^C  =  o. 

Cette  équation  aura  ses  racines  égales  si  l'on  a 

AC  — B*  =  o        ou        F(X,  |x)  =  o. 

En  remplaçant  dans  cette  équation  X  et  jjl  respectivement  par 

a:  -i-  1  2  — X 

,  , 

2— J  Z-l 

on  obtiendra  l'équation  de  la  surface  réglée. 


68  ne   PARTIE.    -     GÉOMÉTRIE   A   TROIS   DIMENSIONS. 

5.  Equation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite 
s' appuyant  sur  une  conique  et  sur  deux  droites  données. 

Prenons  le  plan  de  la  conique  C  comme  plan  des  xy,  les 
droites  données  ont  respectivement  pour  équations 

(  V  zrz  ax  -^  bv  -^  cz  -^  d  ^=  o, 

A  I 

\  Qr=  acT-t- pj-h  Y^-i- 8  =  o, 

I  P'  —  a'x  -■)-  b'y  4-  c'z  -h  d  =  o, 
]   Q'  =  x'x  4-  p'y  -+-  y'z  -+-  8'  =  o. 

La  conique  C  est  de  même  donnée  par 

(  ^  =3  o, 

l  Ax^ -{- 2Bxy -\- Cy^ -^  2Dx  -\- 2Ef -y-F —- o. 

Les  équations  d'une  droite  quelconque  s' appuyant  sur  les 
droites  A  et  A'  sont 

P  _hXQ=:o, 

P'  +  j;,Q'==o; 

les  traces  de  ces  plans  sur  le  plan  z  =  o  doivent  se  couper 
sur  la  conique;  donc  la  solution  du  système 

ax  -^  by  ~\-  d  -\-  X(aa;-j-pj-h8)=:o, 
a'x  —  b'y  +  G?'  +  [x  (  x'x  -+  p'j  +  8')  =  o. 


c'est-à-dire 


{a  -^Xa)a;-f-(6  +  Xp)/  +  ((i-t-Xo)  —  o, 
{a' -\-  Xa')  X  -\-  .  . .  =  o 


ou 


y 


{b  -i-lp)  {d'  -i-lo' )  —  {d^lo)  [b'  -f-Ap'  ) 
doit  vérifier  l'équation 

Ax^  -{-  2  B  xy  -+■  ...  =  o. 


i 
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L'équation  de  condition  obtenue  entre  /.  et  ;j., 

F(X,  a)  =0, 
est  du  second  degré. 

En  V  remplaçant  X  et  -ji,  respectivement  par 

Q  Q' 

on  obtient  l'équation  de  la  surface.  Celle-ci  est  du  quatrième 
degré. 

Si  lune  des  droites,  A  par  exemple,  rencontre  la  conique  C, 
cette  surface  se  décompose  en  un  plan  et  une  surface  du 
troisième  ordre. 

Si  les  droites  A  et  A'  rencontrent  la  conique,  la  surface 
se  dédouble  en  une  surface  du  second  ordre  et  un  système 
de  deux  plans. 

6.  Équation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite 
qui  reste  normale  à  une  courbe,  donnée  par  les  coordon- 
nées de  l'un  quelconque  de  ses  points,  et  s'appuie  sur  une 
droite  donnée. 

Soient 

.  x=JitK 

.1.  •  r  =  ?(<*- 

'  -----MO 

les  équations  de  la  courbe  donnée  ; 

(  Ix -^- my -{- n  z -\- p -^zo, 
I  tx-r-n^y-\-n'z^p^=.o 

celles  de  la  droite  donnée  ; 

^     %^\x  3-f-Xr         „     'f-\-\z 


'~    n-X  '         ••-    n-X  '         -•-    i-hX 
celles  d'une  génératrice  de  la  surface  (a,  3,  y)  étant  les  coor- 
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données  du  point  de  la  génératrice  qui  appartient  à  la  droite 
donnée;  (a,  p,  y)  satisfont  donc  aux  équations 

,^,  iZaH-/np-+-/iYH-^  =  o,  - 

I    l'y.  H-  m'p  -H  n'y  -h  p'=-  o 

et  à  celle  d'un  plan  normal  à  la  courbe  au  point  défini  par  la 
valeur  t  du  paramètre 

.(5)  [a-/(0]/(0  +  [a-?(0]=p'(0  +  [ï— MO]'y(0==o. 

De  plus  un  point  de  la  génératrice  a  pour  coordonnées 

c'est-à-dire  que  l'on  a 

(0)  -j^^=A');       ^V^  =--?(');       -■— ,-  =  +(0. 

On  obtiendra  l'équation   de  la    surface  en  éliminant  les 
paramètres  a,  [3,  y,  "k,  t  entre  les  six  équations  suivantes  : 

(7)  /a-f-mPH-ny-t-/)  — 0, 

(8)  Z'a  +  m'p4-/i'y4-jD'=iO, 

(9)  [a-/(0]/'(o  +  [p-?(0]?'(o+[ï-HO]'y(o^o, 

(10)  a-f- Xa?  —  (i  +  X)/(«)  =0, 

(11)  p  +  Xj-(x-i-X)cp(0^o, 

(12)  yn- X^  —  (l  H- )^)  •];  (0  =0. 

7.  O/i  donne  une  courbe  par  les  coordonnées  de  l'un 
quelconque  de  ses  points 

on  demande  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  une 
droite  qui  reste  normale  à  cette  courbe  et  se  déplace  de 
telle  sorte  que  le  plan  tangent  à  la  surf  ace  fasse  avec  un 
plan  donné  un  angle  donné  {surface  d'égale  pente). 
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Une  génératrice  quelconque  de  la  surface  est  définie  par 
l'intersection  du  plan  normal  à  la  directrice  donnée  en  un 
quelconque  de  ses  points  M,  avec  un  plan  passant  par  le 
point  M,  contenant  la  tangente  en  ce  point,  et  faisant  avec 
le  plan  donné  l'angle  donné. 

Soil  (  ;,  r,,  ç,  6  )  un  point  quelconque  de  la  directrice,  on  a 

(I)  ^=-/(0),       •n  =  ?(0),       ^  =  '^W- 

L'équation  du  plan  normal  en  ce  point  est 

Un  plan  quelconque  passant  par  la  tangente  à  la  directrice 
au  point  ;,  t;,  T  a  pour  équation 

(3)  X(J7  —  ^j^[x(j  — Ti)4-V(5—  0=0, 

X,  j;.,  V  étant  liés  par  l'équation 

(4)  X/(9)4-[i-?'(0)-Hv^'(9)=o; 
soit 

(5)  A^-T- Bj -;- C^  =  o 

l'équation  du  plan  donné,  le  plan  (3)  fera  un  angle  donné  a 
avec  ce  plan  si  l'on  a  entre  X,  ;ji.,  v  la  relation 

(6  I  AÀ  -î-  Ba  -:-  Gv  —  cosa  (X24-  a--^  v^)*  (AM-  B»  — G-)-  =  0. 
Les  équations  d'une  génératrice  quelconque  sont  donc 

(7)    [•^-/(^)]/(9)-HLr-?(0)l?'(Ô)-+-[--M9)]r''(^)  =  o> 
'8)       M-^-/(Ô)]-+-|iL[7-c?(6)]-Hv[2-.}(0)]=-o, 

X,  ix,  V  étant  liés  par  les  relations 

(4)  X/'(0)-i-!Ji<p'(ô)-f-vf(0)^o, 

(6)  AX-f-B(x  +  Gv-(A«-i-B«-f-C')»(XS-f-ix'-^v'-)^cosa=ro. 
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Des  équations  (4)  et  (8)  on  tire 


[^ 

[2-^(ô)j/(9)-[^-/(e)]f  (0) 

V 

On  est  donc  conduit  à  éliminer  le  paramètre  6  entre  l'équa- 
tion (6)  dans  laquelle  on  a  remplacé  X,  [j,,  v  par  les  valeurs 
proportionnelles  qu'on  vient  d'obtenir,  et  l'équation  ('^). 

8.  On  donne  la  courbe  dont  les  équations  sont 

et  Von  demande  V équation  de  la  surface  engendrée  par 
une  droite  qui  reste  normale  à  la  courbe  et  fait  avec  le 
/dan  xOy  un  angle  constant. 

Appliquons  la  méthode  générale  qu'on  vient  d'exposer  : 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  directrice  don- 
née sont 

(i)  a7  =  acoscp;         y  =:  b?>\n'~Sf\         z^^.h. 

Le  plan  normal  en  un  point  quelconque  a  pour  équation 

(2)  {x  —  acos'^)  (  —  a  sincp)  H-  (jK  ^  6  sintp)  6  cosç  :=:  G, 
c'est-à-dire 

(3)  a.a?sincp  —  ^j' cosa> -t- (  6^ — a-)  sintp  coscp  =  o. 

Le  second  plan  qui  détermine  la  génératrice  de  la  surface 
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étudiée  a  de  même  pour  équation 

(4)       X  (X  —  acos3)  -t-  IL  {y —  èsin®)  -i- v  (3  —  ^)  =;  o, 

>.,  [x,  V  étant  liés  par  les  relations 

')  — aX  sino  —  feixcos'f  =13  o, 

6  V  —  (X*-T- u.-  — v-)-cosa  =^  o. 

Des  équations  (4)  et  (5)  on  tire 

X  _  g 

—  ^^z^n)Ocoso       -- ^^z  —  h)asina 

V 

i  u;  -  a  costjij  fr  cosçp  --  1,^  ■ —  b  sin^)  a  sinç 
ou 

X  a  V 


'  -  )     13 


Ukz  —  A)cosç       a\z  —  /i)  sintp       ab  —  ^j;cos5  —  o^smo 

L'équation  (6)  devient  alors 

ab  —  bx  COS3  —  ay  sinç  —    ( z  ■ —  A)*  (fe'cos'o  ^  a-  sin-o) 

~  iab  —  èjccosç  —  aKsinip)'!*  cosz  =  o, 
c'est-à-dire 

A)'(è'cos*cp-r-a*sin*Gj  ^-{ab  —  6:rcoso  —  a  vsinjp)*!  ces*  a 

-     ab  —  bx  CCS  o  —  ay  sin  ç  )*  =:  o. 

On  est  ainsi  conduit  à  éliminer  l'angle  o  entre  les  équa- 

tion«:  '3),  {-j)  et  l'équation 

iN)  cos*ç  — sin-o  —  1=0. 

De  l'équation  (3)  on  tire 

ôvcos» 


Sin<prr 


ax  —  c*cos^' 
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portant  cette  valeur  dans  les  équations  ('j)  et  (8),  il  vient 

(8)  {ax  —  c^costf  )^  cos-cp  -h  ô-j-cos^cp  —  \-=^o, 

(7)  i  (-2  —  A)-'  6- cos-cp (a^  —  c-coscp)- +  a^6-j- cos^çl 

H-  \Aax  — •  c-costp)  [ah  —  hx  costp  )  —  ahy-  costp]^   cos^o. 

—  "Hax  —  c-coscp)  {ah  —  6^ costp)  —  «6/-coscp1'  =0. 

On  posera  cos  ç  =  if  et  l'on  est  ramené  à  éliminer  t  entre 
deux  équations  du  quatrième  degré. 

La  trace  de  cette  surface  sur  tout  plan  parallèle  au  plan 
de  la  directrice  est  une  courbe  parallèle  à  l'ellipse. 


II 
PROBLÈMES  GÉNÉRAUX. 


PROBLEMES  GENERAUX. 
CHAPITRE  PREMIER. 

GÉOMÉTRIE  PLANE. 


1.  On  donne  une  parabole  et  une  droite.  Trouver  le 
lieu  des  points  tels  que  les  tangentes,  menées  à  la  parabole 
de  chacun  d'eux,  forment  avec  la  droite  donnée  un 
triangle  de  surface  donnée. 

I  École  Polytechnique .  —  î883  i 

Soient  D  ifig.  4  '  la  droite  donnée,  M  un  point  du  lieu  ;  en 
appelant  K  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
M  sur  la  droite  D,  on  voit  que  la  surface  du  triangle  MPQ  de 
l'énoncé  s'exprimera  par 

^PQ.MK. 

Or,  quel  que  soit  le  système  d'axes  choisi,  MK.  s'obtiendra 
par  la  formule  donnant  la  distance  d'un  point  à  une  droite; 
PQ  est  le  segment  intercepté  sur  la  droite  D  par  le  faisceau 
des  tangentes  menées  à  la  parabole  par  le  point  M.  On  cal- 
culerait facilement  sa  longueur  au  moyen  de  l'équation  de  ce 
faisceau,  si  la  droite  D  était  parallèle  à  l'axe  des  ordonnées, 
par  exemple.  Cette  remarque  nous  conduit  au  choix  des  axes 
suivants. 

L'axe  des  y  sera  la  tangente  à  la  parabole  parallèle  à  la 
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droite  D,  et  l'axe  des  x  son  diamètre  conjugué.  Soit  O  l'ori- 
gine ainsi  définie  ;  l'équation  de  la  parabole  est  alors 

p  désignant  le  paramètre  relatif  à  l'origine  choisie. 

Soit  M(  x,(2)  un  point  du  lieu  cherché  :  ce  point  doit  être 


Fig.  4. 


tel  que  la  surface  du  triangle  MPQ  soit  constante  et  égale  à 
a-  ;  or  l'équation  quadratique  du  faisceau  des  tangentes  me- 
nées du  point  M  à  la  parabole  étant 

{y^~2px)  (fi*  — '2/?a)  — [  — pan-  ^y  —  px]-=o, 

l'équation  aux  ordonnées  des  points  d'intersection  de  ce 
faisceau  avec  la  droite  D, 


x~  a=:o. 


est 


(7-  ~2pa){ p^  —  2py.)  —[py~-pa  —  poiy-  =  o ; 
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et  la  longueur 

pourra  s'exprimer  en  fonction  des  coefficients  de  cette  équa- 
tion. 

On  a,  en  effet, 

pQ"=  (/2— /t  y = (/i + 72)'  -  -i/i  jâ 

et 


JJX 


2px 
a{'^>'^ —  ip'x)  -J-  p(rt-4-  a)- 


par  suite 


:=-r2        Ê-faH-a)-  2  ^         .^,  .  ,., 

PQ  ^  ^, [2a(^2-2joaj-^;)(a-i-a)-] 


c'est-à-dire,  toutes  réductions  effectuées, 

■^-^- CtP-  —  ip'x'M't  —  aY 


La  surface  du  triangle  MPQ  dont  l'expression  est 

^PQ.MK 

s'écrit  donc 

a=  =  ^PQ.(a  — a)sinô, 

c'est-à-dire 

,    ,        fa  — a'i'sinô'.fP*  — apaUa  — a)- 
4  a*  = — 5 

Telle  est  la  relation  que  l'on  doit  établir  entre  a  et  ^  pour 
réaliser  les  conditions  de  l'énoncé,  c'est  l'équation  du  lieu. 
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On  peut  l'écrire 

(i)  K^a;^=i(y^  —  2pa;)  (x  —a)'* 

en  posant 

4a*  =  K^  sin-0. 

C'est  une  courbe  du  sixième  degré  a^'ant  pour  diamètre 
l'axe  des  a:,  et  pour  directions  asymptotiques  multiples  celles 
des  axes  de  coordonnées. 

De  plus,  elle  passe  à  l'origine  et  y  est  tangente  à  l'axe  Oj', 
ainsi  qu'à  la  parabole 

J^  —  2  px  =:  O. 

Enfin,  si  l'on  remarque  que  l'équation  (i)  peut  s'écrire 

KKx- 

{X  —  a)' 

on  voit  immédiatement  que  la  parabole 

y-  —  -ipx  =  o  • 

est  asymptote  intérieurement  à  la  courbe-lieu  et  que  celle-ci 
admet  pour  asymptote  de  rebroussement  la  droite 

X  —  a  --=  o  ; 

ces  remarques  permettent  de  tracer  la  courbe. 

2.  On  donne  une  ellipse  et  un  cercle  ayant  pour  centre 
un  foyer  de  V ellipse. 

Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes  menées 
de  ces  points  au  cercle  et  à  l'ellipse  forment  un  faisceau 
harmonique. 

Prenons  comme  axes  de  coordonnées  les  axes  de  l'ellipse  ; 
son  équation  est 

(i)  b^x"" -\- a'^y'--a^b^r=io, 
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et  celle  du  cercle, 

{■2)  (^j,_cy^y--r^-^o, 

si  l'on  pose 

c^  =  <7-  —  b-. 

Soient  a.  3  ^^s  coordonnées  d'un  point  du  lieu;  les  équa- 
tions des  faisceaux  de  tangentes  menées  du  point  (a,  3)  res- 
pectivement au  cercle  et  à  l'ellipse  sont  de  la  forme 

A  (a7_a)^  +  2B(j:  — a) (/—?)-{- C (7— S)^=o 
et 

A' (  j:  —  a )î  +  2  B'(  J7  —  a)  (  V  —  ?)  -t-  C'{y  —  S )«  —  o, 

et  la  condition  pour  que  ces  quatre  droites  forment  un  fais- 
ceau harmonique  est 

AG'4-C.V  — 2BB'  =  o, 

il   suffira   d'établir   cette    relation  entre  les  coefficients  des 
équations  explicitées  pour  obtenir  l'équation  du  lieu. 

Or  l'équation  du  faisceau  des  tangentes  menées  du  point 
(a,  3)  à  l'ellipse  est 

(t'o-^  +  ^V'-  — «'*')(**»'  +  «'5'  — rt^^î) 

—  {xb^jc  -h  è a- y  —  a- b- Y  =  o, 
c'est-à-dire 

(3)  6*(E  — feîa*)J7-— 2a-^î2S.r/-hrt*(E— a«?^)jî-|-...=ro, 

en  posant 

¥.  =  b-x-  +  a-'-^'-  —  a''b'^. 

On  a,  de  même,  pour  le  cercle 

[(.r  —  cy--\-y^  —  r»]  [(a  —  c)»  -h  ^=  —  r»] 

—  [a(a:  —  c)  +  ^7  —  r»]*  =  o  ; 
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en  posant 

C  =  {oL  —  cy  +  p^  —  r\ 

L'équation  du  lieu  est  donc 

3.  On  donne  un  quadrilatère  plan  OACB,  et  deux  séries 
de  paraboles,  les  unes  tangentes  en  A  à  AC  et  ayant  pour 
diamètre  OA;  les  autres  tangentes  en  B  à  BC  et  ayant 
pour  diamètre  OB. 

On  demande  de  trouver  le  lieu  du  point  de  contact  M 
d'une  parabole  de  la  première  série  avec  une  parabole  de 
la  seconde;  et,  le  triangle  OAB  /-estant  invariable,  cVindi- 
cjuer  dans  quelle  région  du  plan  il  faut  placer  le  point  Çj 
pour  cjuc  le  lieu  soit  une  ellipse,  et  pour  cpiHl  soit  une 
hyperbole. 

{Ecole  Polytechnique.  — Enoncé  partiel;  1888.) 

Prenons  comme  axes  de  coordonnées  les  droites  OAetOB, 
et  posons  OA  =  <7,  OB  =  b. 

Si  l'on  appelle/?  et  q  les  coordonnées  du  point  G,  l'équa- 
lon  d'une  parabole  du  premier  système  sera 

(i)  y^  —  'zl[q{x  —  a)-h{p  —  a)Y]=o, 

A  désignant  un  paramètre  variable;  de  même,  l'équation  d'une 
parabole  du  second  système  est 

(2)  x"^  ~ -i^xl^q— b).T -+■  p{y —  b)]^^o, 

^.  désignant  un  second  paramètre  variable. 

Or,  pour  que  les  courbes  réprésentées  par  les  équations 

f{jcy)  =  o, 
^{xy)T=o 

soient  tangentes,  il  faut  que  la  relation 

J'y         ^r 
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soil  vérifiée,  ce  qui,  dans  le  cas  actuel,  nous  conduit  à  l'équa- 
tion 

1  3  )  ■ ; '- zz:  '-—J- 

J— /.(/?  — rt)  —'j-p 

Nous  obtiendrons  dès  lors  Téquation  du  lieu  cherché  en 
éliminant  \  et  jjl  entre  les  équations  (i),  (2)  et  (3)  qui,  ren- 
dues homogènes  par  l'introduction  d'une  troisième  variable  v, 
s'écriront 

—  2  À  [7(j;  —  a) -i- (/?  —  a)  j]  4- vj2  r=  o, 

—  ^^[{q  —  b)  X  +  p{y —  6)]+vj;-=:o, 

\ pq  —  {p  —a)  (q  —  b)]  hx  -+-  x{p  —  a)  ^v-h  j(«7  —  ^);xv  —  jtjv', 

Les  deux  premières  nous  donnent 

1 

y-[{q  —  b)  X  ^ p{y  —  b)^ 


x-[q{x  —  a)  -h  (/>  —  a)y] 


^{q{Jo  —  a)  ^  [p  —  a)  y]{{q  ~  b)  X  +  p^Y  —  b)y 

et  en  remplaçant/.,  |a,  v  par  leurs  valeurs  proportionnelles 
dans  la  troisième  équation,  on  obtient 

pq  —  {p  —  a){q  —  b)^[{q  —  b)x+p{y  —  b)][q{x  —  a)  +  {p~a)y] 
'■{p  —  a)xy^[{q  —  b)x-\-p{y  —  by\^[q{x  —  a)  +  {p  —  a)y] 
^■{q  —  b)  x^y{q{x  —  a)  +  {p  —  a)  yY[{q  —  b)x  -\-  p{y  —  b)] 

-  Â^yiq {^  —  a)  +  {p  —  a) yYi{q  —  b)  X  +  p{y  —  b)Y  =  o. 
Cette  équation  admet  les  solutions 

x^o,        y^=zo, 
( q  —  b)  X  -h p{y  —  b)  =  o,         q{x  —  a)  -h  (p  ~a)y  z=o; 
,1      o,q(q  —  b){x  —  a)x  +  2p{p  —  a)y{y—b) 
-^4Pg{^^-a){y  —  b) 
+  [ip-  o)  {q  —  b)  —  pq].ry  =  o. 
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Cette  dernière  équation  représente  une  conique  dont  l'en- 
semble des  termes  du  second  degré  est 

•?-q{q  —  b)x^  +  [?,pq^{p  —  o.){q—b)]xy 
+  2/?(/?  — a)7"+ 

La  conique  sera  une  ellipse  lorsqu'on  aura 

\Ç>pq{p  —a)  {q  —  b)  —  [Zpq  +  {p  —  a)  {q  —  b)'Y>  O. 

une  hyperbole  dans   le    cas   contraire,    enfin   une    parabole 
lorsque  cette  quantité  sera  nulle. 

Les  régions  du  plan  dans  lesquelles  les  coniques  (4)  sont 
des  hyperboles  ou  des  ellipses  sont  donc  séparées  par  la 
courbe  dont  l'équation  est 

i(Spq{p  —  a){q  —  b)—[?,pq+{p  —  a){q  —  b)f  =  o, 

dans  laquelle  nous  considérons/?  et  q  comme  variables. 
Cette  équation  s'écrit 

iQ pq[pq—  {fiq  +  bp  —  ab)]  —  [^pq  —  {aq  -+-  bp  —  nb)]'  =:o, 

ou  bien 

—  1 6pq {aq  +  bp  —  ab)  —  {aq  -\-  bp  —  a6 )' 

H-  ^pq{aq  -\-  bp  —  ab)  =o, 
et  finalement 

{aq  -+-  bp  —  ab)  {Spq  +  aq  -+-  bp  —  ab)  =:  o. 

La  courbe  qui  délimite  les  régions  du  plan  donnant  des 
ellipses  ou  des  hyperboles  se  décompose  donc  en  deux  par- 
ties {Jig''  5);  la  droite 

(D)  bx-\-ay  —  ab^=o, 

et  l'hyperbole 

(H)  ^  œy -\- b .V -\- ay  —  ab^=:o, 

dont  le  centre  est  au  point  de  coordonnées 

_       a  _       b 

■'■'-""  8'         -''''-"8' 
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et  dont  les  asymptotes   sont  parallèles  aux  axes  de  coordon- 


nées. 


Elle  coupe  Taxe  des  j'  en  B  et  l'axe  des  x  en  A. 
La  droite  (D)  passe  également  aux  points  A  et  B  où  elle 
coupe  riiyperbole. 

Toutes  les  fois  que  le  point  C,  de  coordonnées  p  et  q  sera 


Fie.  5. 


situé  sur  la  courbe  (H)  ou  sur  la  droite  (D),  la  conique  sera 
une  parabole. 

Ce  sera  une  ellipse  pour  les  régions  du  plan  qui  donnent 
des  signes  contraires  aux  premiers  membres  des  équations 
de  la  droite  et  de  l'hyperbole  (H);  une  hyperbole  quand  les 
premiers  membres  des  équations  (D)  et  (H)  seront  de 
même  signe. 

Les  hyperboles  correspondent  donc  aux  portions  du  plan 
non  recouvertes  de  hachures;  les  ellipses,  aux  portions  ha- 
chées. 
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4.  On  donne  dans  un  plan  une  hyperbole  équilalère 
dont  l'équation,  par  rapport  à  ses  axes  pris  comme  axes 
de  coordonnées,  est 

(H)  a:^-y-  =  a'-- 

d'un  point  M  du  plan,  ayant  pour  coordonnées  p  et  q,  on 
mène  les  normales  à  cette  courbe. 

On  demande  de  faire  passer  par  les  pieds  de  ces  nor- 
males une  nouvelle  hyperbole  équilatère,  dont  les  normales 
en  ces  points  soient  concourantes,  et  de  déterminer  leur 
point  de  concours. 

{Ecole  Polytechnique.  —  Enoncé  partiel  ;  1890.) 

Les  pieds  des  normales  aliaissées  du  point  M  (p,  q)  sur 
l'h^'perbole 

(H)  x'-~y^  =  a'-, 

sont  les  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  l'hyperbole 
définie  par  l'équation 

p  —  ^^'j—y^ 

X  — y 

c'est-à-dire 

(K)  -^xy  —  qx  —  py^o. 

Une  conique  quelconque,  passant  par  les  points  d'inter- 
section de  (H)  et(K),  c'est-à-dire  par  les  pieds  des  normales 
aura  dès  lors  pour  équation 

(i)  x"- — j2  —  a''-  -\-\{'>,xy  —  qx — py)=zo, 

A  étant  un  paramètre  variable,  et  ces  coniques  sont  des  hyper- 
boles équilatères. 

Il  s'agit  d'exprimer  que  les  normales  à  cette  hyperbole  aux 
points  d'intersection  de  (H)  et  (K)  sont  concourantes. 

A  cet  effet,  soient  a  et  3  les  coordonnées  de  leur  point 
de  concours  :  les  normales  à  l'hyperbole  (i)  menées  du  point 
(a,  p)  auront  leurs  pieds  aux  points  de  rencontre  de  (i)  avec 


1 
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la  courbe  dont  l'équation  est 

X  —  X  ^  —  V 


2J7-f-2AJ'  —  /,q  — 2/-i-2AJ:  — p/. 

équation  qui,  développée,  s'écrit 

(2)  2X(j;--  —  j-)  — 4j:j  +  [2â  —  {2x-hp)l]jc 

H-[(2^4-^)X-^  ■2x]v--l{qi  —  px)=o; 

et  pour  que  les  normales  menées  du  point  (a,  3)  à  (i)  aient 
leurs  pieds  aux  points  d'intersection  de  (H)  et  (K)  comme 
le  veut  l'énoncé  du  problème,  il  suffit  de  déterminer  a  et  3  de 
telle  sorte  que  l'équation  (2)  représente  une  courbe  passant 
parles  points  d'intersection  de  (H)  et  (K). 
L'équation  (2)  devra  donc  être  de  la  forme 

l>.{2Xf—qj:—pf)-\-{j;-'—y-  —  a^')=o, 

ce  qui  exige  que  l'on  ait,  K  représentant  un  facteur  de  pro- 
portionnalité, 

Kj  2X(a:2 -/^)  —  4a:j  4- [2^  —  (  2  X +/?)  X]^ 
-i-[{'îP  +  q)A  +  2x]f-X{q^-px)\ 
—  (^x^.  —  yi  —  a-)  +  iLi^  xy  —  qx  —  py). 

L'identification  donne  les  relations  suivantes  : 

li.  =  —  2K, 

(  =:2KX, 

(3)  \il{qr^-px)=a\ 
K(2p  — 2aX— />X)  =  — a^, 

K[(2p-4-<7)X-H2a]=  — a/?; 

qui  se  réduisent,  en  tenant  compte  des  deux  premières,  à 

\  qp—py.=  2a-, 

t)  \  2p — 2xX — p\  =  2q, 

(  2^X4-7 X-r  2a=:2/> 

I  l  déterminent  a,  3  et  a. 
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L'élimination  de  a  entre  les  deux  dernières  équations 
permet  de  substituer  au  système  (4)  le  suivant  : 

Les  coordonnées  a  et  [i  du  point  de  concours  des  normales 
à  l'hjperbole  (i)  passant  par  les  points  d'intersection  de  (H) 
et  (K)  s'obtiendraient  en  résolvant  ce  système  par  rapport  à 
a  et  (3.  Mais  on  obtient  ainsi  des  expressions  irrationnelles. 

Il  est  plus  simple  de  remarquer  que  le  point  P  (a,  [3)  est  l'in- 
tersection des  deux  courbes  représentées  par  les  équations  (  5  ), 
en  y  considérant  a  et  J3  comme  coordonnées  courantes. 

La  première  de  ces  courbes  est  la  polaire  du  point  de  coor- 
données —  5  -  par  rapport  à  l'hyperbole  (H),  et  la  seconde 

est  un  cercle  dont  les  coordonnées  du  centre  sont  4)  -r»  et 


4 


/, 


le  rayon  défini  par  la  relation 

/    — 1 — — _ , 

2  ID  10 

ce  qui  donne  pour  ce  rayon  la  valeur 

4 

Les  coordonnées  a  et  ^  sont  réelles  toutes  les  fois  que  la 
distance  du  centre  de  ce  cercle  à  la  droite 

^^  — /?(x  =  2a- 

est  inférieure  au  rayon,  elles  sont  imaginaires   dans   le  cas 
contraire. 

La  condition  de  réalité  est  donc 

4(/>M-7^)^  ^  ^ 
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OU 

p-  +  27-  — 4a*<o, 

c'esl  dire  qu'il  y  a  un  point  de  concours  réel  des  normales 
aux  hyperboles  (  i)aux  points  où  elles  rencontrent  les  courbes 
(H)  et  (Iv),  toutes  les  fois  que  le  point  P  est  contenu  à  Tinté- 
rieur  de  la  courbe  dont  l'équation  serait,  en  prenant  pour 
coordonnées  courantes/?  et  q, 

p- -r  iq-  —  4 a-  =  o. 

C'est  une  ellipse  ayant  son  centre  à  l'origine,  pour  axes 
des  droites  de  longueurs  respectives 

A  =  2  a, 
13  =  a  v/2 

coïncidant  avec  les  axes  de  coordonnées. 

Toutes  les  fois  que  le  point  P  sera  pris  en  dehors  de  celle 
ellipse,  les  coordonnées  du  point  de  concours  des  normales 
seront  imaginaires. 

o.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  qui  fasse  un 
angle  donné  avec  la  tangente,  à  une  courbe,  également 
donnée,  au  point  oii  celle-ci  est  rencontrée  par  la  droite 
cherchée. 

La  recherche  de  ces  droites  présente  une  entière  analogie 
avec  le  problème  de  la  recherche  des  normales,  la  courbe 
/(x,  y)=:  o  qui   n'en   est  qu'un   cas   particulier,   celui   où 

0^     ;  c'est  pourquoi  l'on  donne  souvent  à  de  telles  droites 

le  nom  de  pseudo-normales,  que  nous  leur  conserverons 
dans  la  suite. 

Soient  doncy(j:,  j)  :=  o  l'équation  d'une  courbe  plane  et 
^  (*5  P)  kfiS-  ^^  ^^  point  d'où  il  s'agit  de  lui  mener  une 
pseudo-normale  faisant  avec  la  tangente  un  angle  6. 

Les  coordonnées  du  pied  de   la  pseudo-normale  étant  x 
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et  j',  le  coefficient  angulaire  de   la    tangente   en  ce   point  a 
pour  expression 

•—71-' 

et,  si  l'on  appelle  m  le  coefficient  angulaire  de  la  pseudo-nor- 
male, il  doit  exister  entre  m  et  a  la  relation 


taneO 


I  +  m  [j. 

les  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires. 

Fis.  6. 


PU. fi) 


Cette  équation  donne  immédiatement 


a -H  tancO 


f'x 

— "77-+  tangO 
.1  y 


ou  bien 


1  —  [jL  tango 

/!,.  sinG  —  /j,cos6 

~  /' cosO  +/;sinO 


v.-L±  tangO 


L'équation  d'une  pseudo-normale  en  M  (^,7)  sera  donc. 
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en  appelant  X  et  Y  les  coordonnées  courantes, 

X  —  X  Y  —  V 

(i)  ■■ — ■  =  —i—- '—, ;.' 

^'  fyCOSh -h/^^inf)       y^,  sinO  — /j-CosO 

équation  qui  se  confond  avec  celle  de  la  normale  en  M  pour 

Pour  que  la  pseudo-normale  passe  par  un  point  P  (a,  ^) 
du  plan,  il  suffit  que  l'on  ait 

,.  ■j.  —  -r  _  }  —  y 

/;.cos6+/^sin6      /^sinO— /^cosO' 

équation  qui  représente  une  courbe,  de  même  degré  que  la 
courbe  proposée,  lorsque  celle-ci  est  algébrique,  et  dont  les 
points  d'intersection  avec  la  proposée  seront  les  pieds  des 
pseudo-normales  à  la  courbe  issues  du  point  P. 

En  particulier,  lorsque  la  courbe /(x,  j')  =  o  représente 
une  conique,  l'équation  (2)  représentera  également  une 
conique  dont  on  ne  peut  fixer  à  priori  la  nature,  puis- 
qu'elle est  variable  avec  la  valeur  de  l'angle  0  :  mais  cette 
courbe  passe  constamment  par  le  point  P(a,  ^),  et  pour  un 
même  point  P  son  équation  est  la  même  pour  toutes  les 
coniques  homothétiques. 

Dans  le  cas  particulier  où  0  =  -  >  cette  conique  devient 
riivperbole  équilatère,  aux  pieds  des  normales. 

6.  On  donne  un  triangle  rectangle  isoscèle  OAB  et  Von 
demande  : 

1°  U équation  générale  des  paraboles  P  tangentes  aux 
trois  côtés  du  triangle  AOB  ; 

2°  L'équation  générale  de  Vaxe  de  ces  paraboles', 

3"  L'équation  et  la  forme  du  lieu  des  projections  du 

point  O  sommet  de  V angle  droit  OAB  sur  les  axes  des 

paraboles  P. 

{Ecole  Polytechnique.  —  1869.) 
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Prenons   pour   axes   de   coordonnées  les  deux   côtés  OA 
et  OB  de  l'angle  droit  du  triangle  proposé  et  désignons  par 


a  la  longueur 


a=OA=OB, 


les  trois  droites  qui  forment  le  triangle  OAB  ont  alors  respec- 
tivement pour  équations 

(OA)  y  =  o, 

(OB)  x^o, 

(  AB  )  ac  -^  y  —  «=:o; 

et  l'équation  générale  des  coniques  inscrites  dans  ce  triangle 
est 

V^ocx  4-  \J<^y  +  \f'({jc  H-  y  —  a)  =  G, 

a,  [3  et  Y  désignant  des  paramètres  variables. 
Cette  équation  développée  donne 

[pj_oc.r-+-Y(^+7)?- 4.^7(^+7)/ 

—  ['2a{x  -\- y)  —  a"']  y^  _j_  3^7  (ao;  +  [5/)  =  o 

que  l'on  peut  écrire 

(fi  —  ^y-y-  —  2  [a(f3  -+-  y)  +  Y  (S  —  y)]xy 

-t-  (a  —  y)^-^^ —  [2«  (•*•  +  j)  —  rt-J  Y"  +  2  ^Y  (xoC  4-  fij)  ^  o, 

et,  par  conséquent,  pour  que  ces  courbes  soient  des  paraboles, 
il  faut  que  l'on  ait 

(a  -  Y)^  {<?  -  Y)—  [a(S  +  y)  +T  (S  -  Y)?  =  o, 
relation  qui  devient 

<iY(a-H  ?  — y)  =  o.     . 

Elle  peut  être  vérifiée  soit  par  a=  ^=  v=  o,  soit  par  les 
valeurs  de  a,  (i  et  y  qui  satisfont  à  l'équation  de  condition 

(i)  a  +  ,^i  — Y  =  o, 
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et  il  est  aisé  de  voir  que  l'une  quelconque  des  solutions 
:2  ^  o,  ^  ^  o  ou  Y  =  o,  prise  séparément  donne  des  systèmes 
de  droites  et  non  des  paraboles  proprement  dites. 

L'élimination  de  y  entre  l'équation  de  la  conique  écrite 
plus  haut  et  la  condition  (i)  donne  finalement 

(ar  —  Sj:)*—  2aS  (a  4-  S)  ^  —  2aa  (a -h  S)  v -r  «'(x  +  S)'  =  o. 

Celle  équation  représente  un  système  de  paraboles  efiectives, 
et  ne  renferme  plus  qu'un  seul  paramètre  arbitraire,  à  savoir 

i^  =  A,  l'équation  des  paraboles  de  l'énoncé  s'écrira  finalement 
a 

(2)  {y  —  la-y  —  a{i  +  X)  [2  (Xor  -+- r)  —  «  (i  H- X)]  —  o. 

L'équation  de  l'axe  de  la  parabole  représentée  par  l'équa- 
tion F(:r>')=o,  est 

A  f;  +  B  f;  =  o 

(T.  I,  p.  195). 

Dans  le  cas  présent.  A=/.-,  B  =  X,  l'équation  de  l'axe 
sera  donc 

X*  [_>'  —  X.r4-a(i-i-X)]-f-Xrv  —  Xj-  —  a  {\  4-X)j=:o 
ou 

(3)  (X- -h  i)(r  —  X  j:-)  4- a  (X- —  i)  (X  H- I  )  =  o. 

On  pourrait  étudier  la  loi  de  déplacement  de  cette  droite 
en  cherchant  son  enveloppe  (T.  T,  p.  208)  ou  son  équation 
tangentielle. 

Il  s'agit  maintenant  de  trouver  le  lieu  du  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  l'origine  sur  l'axe. 
Tj'équalion  de  celte  perpendiculaire  est 

(4)  Xy-i-.r  =  o, 

et  l'équation  du  lieu  demandé  s'obtiendra  en   éliminant  le 
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paramètre  a  enli-e  (3)  et  (4)  que  nous  rendrons  homogènes 
au  moyen  d'une  variable  auxiliaire  ;x  : 

\  }x.a:4-  Xy  =  o, 

\  {l^  -^  ix^)  {u.f  —  AO^)  -t  a  (X  — ;x)  (X+;jt)2=o; 

Les  valeurs  proportionnelles  de  a  et  ;j,,  portées  dans  la 
seconde  équation,  donnent 

Le  lieu  représenté  par  cette  équation  est  une  courbe 
du  quatrième  degré  dont  les  directions  asymptotiques  sont 
imaginaires;  ce  sont  les  droites  isotropes;  la  courbe  n'a 
donc  pas  de  branches  infinies  réelles;  elle  a  un  point  triple 
à  l'origine,  et  les  tangentes  en  ce  point  sont  les  bissectrices 
des  axes;  la  première  bissectrice  est  une  tangente  de  rebrous- 
sem_ent. 

On  voit,  d'autre  part,  que  l'équation  de  la  courbe  ne  change 
pas  si  l'on  change  a:  en  y  et  j>  en  x  et  que,  par  conséquent,  la 
courbe  est  synriétrique  par  rapport  à  la  première  bissectrice; 
de  plus,  elle  coupe  les  axes  de  coordonnées  aux  points  A  et  B. 

Enfin  l'existence  du  point  triple  montre  que  la  courbe  est 
unicursale,  et  en  posant  j)'=  [j.x,  [j.  désignant  un  paramètre 
variable,  on  peut  exprimer  les  coordonnées  de  l'un  quel- 
conque de  ses  points  au  moyen  des  formules 

a  (  I  -h  a)  (  I  —  a-  )  a  a  (  i  +  a)  (  i  —  u.^  ) 

qui  permettent  d'achever   l'étude  de    la   courbe    en  faisant 
varier  [z  de  —  x  à  -}-  x. 

7.    On  considère  la  courbe  du  troisième  ordre 

^7  7'  =  4'«'- 
1°  On  demande  la  condition  à  laquelle  doivent  satis- 
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faire  les  paramètres  m  et  n  pour  que  la  droite 

y  =:  m  X  -f-  n 

soit  tangente  à  cette  courbe  ; 

2°  On  demande  le  lieu  des  points  d'oii  l'on  peut  mener 
à  la  courbe  proposée  deux  tangentes  parallèles  aux  deux 
diamètres  conjugués  de  la  courbe 

X-  H-  V-  -h  2  <7  xy  =:B. 
(École  Normale.  —  Enoncé  partiel;  1881.) 

Le  faisceau  des  droites  qui  joignent  l'origine  des  coordon- 
nées aux  points  d'intersection  de 

27  V-  =  4  -r^         avec  v  =:  m  x  -f-  n 

a  pour  équation 

f  v  —  mx\       , 

ou  bien 

(  1  ^  3~  v^  —  27  m  xy-  —  4  n  x^  :=  o, 

et  si  la  droite  ^=  mx  -—  n  est  tangente  à  la  courbe,  ce  fais- 
ceau doit  avoir  un  ravon  double,  condition  qui  s'exprime  en 
éliminant  x  et  v  entre  les  deux  dérivées  partielles  de  l'équa- 
tion (i),  prises  respectivement  par  rapport  à  x  et  j',  c'est- 
à-dire  entre  les  équations  homogènes 

èy- — inixy=:zo, 
9  m  y-  H-  4  «  x-  =  0. 

Débarrassées  de  la  solution  j' =  «>,  qui  entraîne  /?  =  o, 
CCS  équations  s'écrivent 

3  )'  —  2  //J  j:  =  o, 
9/11  >'  -\-  ^  nx-=^o, 
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et  l'on  en  lire  immédiatement 

(  2  )  tn^  +  /i  =  o  ; 

c'est  la  relation  qui  doit  relier  ni  et  n  pour  que  ia  droite 

r  =  m  ;v  4-  n 

soit  tangente  à  la  courbe,  c'est  donc  son  équation  tangentielle 
et  une  tangente  quelconque  à 

27  y-  — 4.r^  =  o 

peut  s'écrire  sous  la  forme 

y  =  mx  —  m^. 

Les    tangentes    menées    du    point   M  (a,  3)  ^  l^    courbe 
devant  être  parallèles  aux  diamètres  conjugués  de  la  conique 

J7^  +  '?.axv  H-  jy-  =  B, 

leurs  coefficients  angulaires  a  et  \j.  devront  satisfaire  d'une 
part  à  la  relation 

(3)  \\j.-^a{'k-\-\x)-\-i  —  o, 

qui  lie  les  coefficients  angulaires  de  deux  diamètres  conju- 
gués de  cette  conique,  et  d'autre  part,  comme  ces  tangentes 
passent  par  le  point  de  coordonnées  (a,  3)5  on  doit  avoir  pour 
A  et  [x  des  valeurs  vérifiant  l'équation 

in^  —  m%  —  ^  =:  o, 

qui  exprime  qu'une  droite  de  coefficient  angulaire  m  tangente 
à  la  courbe  passe  par  le  point  (a,  3). 

Si  donc  on  désigne  par  v  la  troisième  racine  de  l'équation 
précédente,  il  existe  entre   ces  racines  et  les  coefficients  les 

relations 

X  -t-  U  4-  V  =:  o, 

Xa  -+-  [^.v  +  vX  trr  a, 

À;j.v  =  —  ^, 
Xa -h  rt  (  X -I- a)  4- I  =  0. 
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L  équaliou  du  lieu  du  point  M  (a,  ^)  s'obliendra  donc  en 
éliminant  a,  [x  et  v  entre  ces  quatre  équations. 

L'équation  (3)  devient 

-  «V  -i-  I  ^o 

V 

ou 

(4)  av--t-v  — 5  — o. 

Mais  V  étant  une  racine  de 

6  —  mx-\-  m^  =  o, 
ou  a  d'autre  part 

(5)  i  —  vx-r-v^r=0, 

et  il  suffit  d'éliminer  v  entre  (4)  et  (5)  pour  avoir  l'équation 
du  lieu. 

L'élimination  se  fait  simplement  de  la  façon  suivante  :  des 
deux  relations 

v'  —  vx  -f-  3  =;  o, 
rtv'  -i-  V  —  5=0 

on  déduit   par  addition,  en   supprimant  v  =  o  qui  n'est  pas 
solution  du  svstème  primitif, 

(6)  v--i-flrv  —  (a— i)  =  o, 

et  l'élimination  de  v  entre  (4)  et  (6)  donne  finalement 

[a(a-i)-^]^-(i-a')[(a-i)-aS]  =  o; 

c'est  l'équation  du  lieu  qui  devient,  en  remplaçant  x  par  x, 
^  par^  et  développant, 

{ax  —  yY  —  (a'-i-i)j?  —  a{a^  —  3)v-f-i^o. 

Le  lieu  du  point  M  d'oîi  l'on  peut  mener  à 

27  j'*  —  4-^'  =^0 

n.  —  Ex.  de  Géom.  anal.,  II.  7 
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des    tangentes    parallèles    aux    diamètres    conjugués    de    la 
conique 

cT^  -h  2  a  X  J  +  V^  =r  B 

est  donc  une  parabole  dont  l'axe  a  pour  coefficient  angulaire 
a  et  qu'il  est  aisé  de  construire  entièrement. 

8.  On  considère  toutes  les  paraboles  tangentes  à  deux 
droites  rectangulaires  Ox  et  Ov,  et  telles,  que  la  droite  PQ 
qui  joint  leurs  points  de  contact  P,  Q  avec  les  deux  droites, 
passe  par  un  point  fixe  donné  A  ; 

i"  On  demande  le  lieu  du  point  d' intersection  de  la 
normale  enP  à  l'une  de  ces  paraboles  avec  le  diamètre  de 
la  même  courbe  passant  en  Q; 

2°  On  demande  l'équation  du  lieu  des  points  de  ren- 
contre de  deux  paraboles  satisfaisant  aux  conditions  pro- 
posées et  dont  les  axes  font  un  angle  donné. 

{École  Normale.  —  Enonce  partiel;  1876.) 

Prenons  comme  axes  de  coordonnées  Ox  et  Oj',  et  soient 
p  et  q  les  coordonnées  du  point  fixe  A;  la  droite  PQ  aura 
pour  équation 

et  les  coniques  tangentes  en  P  et  Q  aux  axes  de  coordonnées 
auront    pour  équation  générale 

jjL  désignant  un  paramètre  arbitraire. 

Il  faut  exprimer  que  ces  coniques  sont  des  paraboles. 
Les  termes  du  second  degré  étant 

2  (  X  [X  +  1  )  xy  —  [xj''  —  [x  À'  X-, 

Il  faut,  par  conséquent, 

X\u.- —  (À[X  +  i)-  =  o 
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OU  bien 

aXu.  -1-  I  =  o; 

l'équation  des  paraboles  satisfaisant  à  l'énoncé  devient 

^loCf  ^  [{y  —  q)  —  l{-r  —  p)"f  =  o 

ou,  en  développant, 

(i)  (/  +Xjr)'4-  2À(7  —  )./))  j:-  —  2(7  —  À/J)  K-l-  (7  —  lp)^=o. 

La  normale  au  point  P  à  ces  courbes  est  la  parallèle  à  0>' 
menée  par  P;  son  équation  est  donc 

(2)  (PN)  jc '— — -  =  o: 

le  diamètre  au  point  Q  et  dont  le  coefficient  angulaire  est 
—  A,  a  pour  équation 

(3)  (QD)  j  +  Àx-(>./7-h7)  =  o; 

et  le  lieu  du  point  de  rencontre  du  diamètre  et  de  la  nor- 
male s'obtient  en  éliminant  /,  entre  (2)  et  (3).  Ces  équa- 
tions ordonnées  prennent  la  forme  suivante  : 

l{jr—p)  -^-q  =  o, 
\{x  —  p)  -\-  Y  —  q  =  o: 

l'équation  du  lieu  est  donc 

i-^—p){y—  27)=:0. 

Ce  lieu  se  dédouble  en  deux  droites  :  la  parallèle  à  l'axe  Oj' 
menée  par  le  point  A,  et  la  parallèle  à  Ox  située  à  une  dis- 
lance double  de  celle  de  A  à  cette  même  droite. 

Soient  maintenant  //  et  X"  les  coefficients  angulaires  des 
axes  de  deux  paraboles  satisfaisant  à  l'énoncé,  et  soit  k  la 
tangente  de  l'angle  constant  que  font  entre  eux  ces  axes  r 
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on  a  enU'e  >/  et  à"  la  relation 


(4) 


I  + 


X'À"  ' 


etX'  et  a"  doivent  d'autre  part  satisfaire  tous  deux  à  l'équation 
aux  coefficients  angulaires  des  axes 

{y  —  KxY  —  2 K  {q  +  Kp)  x  —  2  {q  -\-  Kp) y  +  {q  +  A/>)-=o 

qui,  ordonnée,  s'écrit 

(5)  A}  {x  —  pY  —  2  h.[y{x  -^-  p)  -\-  q  {x  -  p)]  +  {y  —  qY  ^  o. 

On  a  donc,  entre  ces  deux  quantités  et  les   coefficients  de 
l'équation  (5),  les  relations 

vv/_  iy  —  (]y 
{x  —  pY 

{x-pY 

et  comme  l'équation  (4)  peut  s'écrire 

{r-i'Y      (X'4-x")2-4X')/' 


{i-+-ri"Y 


(I4-X'X")^ 


il  suffit  d'y  porter  les  valeurs  de  X'  -h  V  et  de  //  a"  pour  que 
l'élimination  se  trouve  effectuée.  L'équation  du  Heu  des  points 
de  rencontre  des  deux  paraboles  est  donc 


/c'-  = 


^[yix  +  p)^q{x-p)Y  _  ,  jy-qY 
(x  —  pY  {x—pY 


i-+- 


JY-qY 
{x  —  pY 


I  V  {x  +  p)^q{x—p)Y  —  {y  —  qY  {x  —  pY 
[i^x-pY^{y-qYY 


CIIAP.     I.     —    GÉOMÉTRIE     PLANE.  lOI 

et,  toutes  simplifications  faites, 

k^ f\œy[p{y  —  g)  -\-qJo\ 

qui  représente  une  courbe  du  quatrième  ordre. 

9.  Étant  donné  un  cercle  de  rayon  r,  on  demande  de 
trouver  Uenveloppe  d'une  droite  qui  se  déplace  en  fai- 
sant avec  la  tangente  au  point  où  elle  rencontre  le  cercle 
un  angle  6. 

Soit 

x'-  -+-  y-  =  r- 

Téquation  du  cercle  prise  par  rapport  à  deux  axes  rectangu- 
laires de  coordonnées  passant  par  son  centre. 

La  droite  de  l'énoncé  est  une  pseudo-normale  au  cercle,  et 
son  équation  est  par  conséquent  (T.  II,  p.   89) 


ycos6+icsin6       j'sinO — orcosO 
ou,  en  développant  et  tenant  compte  de  l'équation  du  cercle, 

(2)  X  (/sinO  — xcosô)  —  Y  (x  sinO  -4- j ces 6)  -{-  r-  cosO  ^  o. 

Il  faut  chercher  l'enveloppe  de  cette  droite  lorsque  x  ely 
varient  en  restant  liés  par  la  relation  (i),  c'est-à-dire  lorsque 
le  pied  de  la  pseudo-normale  décrit  le  cercle;  et  le  problème 
à  résoudre  est  analogue  à  la  recherche  de  la  développée 
d'une  conique. 

Il  faut  donc  adjoindre  à  l'équation  (2)  sa  dérivée  prise 
par  rapport  au  paramètre  variable  qu'elle  contient,  par 
exemple  y  considéré  en  vertu  de  l'équation  (i)  comme  fonc- 
tion de  x;  cette  équation  est  donc 

(3)  (XcosO  4- YsinO)  -hj^(X  sinô  —  Ycosô)r=:o, 

et  pour  avoir  l'équation   du   lieu,  il   suffit  d'éliminer  x  et  y 
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entre  les  équations  (c),  (  2)  et  (3);  la  première  donne 

et  cette  dernière,  combinée  avec  (3), 

Xcos6  +  Y  sinO  œ 

Xsinô  —  YcosO  ~^  ~~  y' 

rapport  duquel,  par  des  combinaisons  très  simples,  on 
tire  les  deux  suivants,  en  tenant  compte  des  relations  (i) 
et  (2), 

XcosO  +  Y  sinO  jr 

/•^cosO  /•- 

et 

/•^  nos  0  /•- 


YcosO  —  XsinO  ~  Y 
qui  déterminent  x  eXy  par  les  relations 
XcosO  H- YsinO 


y 


cosO 

YcosO  —  XsinO 
cos  0 


valeurs  que  nous  porterons  dans  (i). 
L'équation  du  lieu  cherché  est  donc 

(X  cosO  +  Y  sinO)2  +  (  YcosO  —  X  sinO)-  =  /•-  cos'O 

ou,  calculs  et  réductions  effectuées, 

X2  +  Y2=r  r^cos-O. 

L'enveloppe  de  la  pseudo-normale  au  cercle  de  rayon  /•  est 
un   second   cercle,   concentrique  au    premier,   et   de  ravon 

Rzzr  rcosO. 

Ce  résultat  était  facile  à  prévoir  géométriquement. 

La  droite  AB  {Jig.  7),  devant  faire  un  angle  constant  0  avec 
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la  langenle  en  A,  a  nécessairement  une  longueur  constante, 
elle  sous-tend  l'arc  dont  la  mesure  serait  2O. 

Cette  corde  roule  donc  sur  le  cercle  concentrique  au  pre- 
mier qui  aurait  pour  ravon  la  perpendiculaire  OK  abaissée 


du  centre  O  sur  le  milieu  de  AB  et  le  triangle  OKA  donne 
immédiatement  la  valeur  de  OK, 

OK=:/cosO. 

C  est  bien  le  résultat  donné  par  l'analyse. 

\0.  Étant  donnés  une  ellipse  A  et  un  point  P  dans  son 
plan,  on  mène  de  ce  point  P  des  normales  à  l'ellipse  A, 
et  l'on  considère  la  conique  B  qui  passe  par  le  point  P  et 
les  pieds  des  quatre  normales. 

Trouver  le  lieu  des  foyers  de  la  conique  B  quand  l'el- 
lipse A  varie  de  manière  que  ses  foyers  restent  fixes. 

(École  normale.  — Eaoncé  partiel;  1873.) 

Les  ellipses  bomofocales  rapportées  à  leur  centre  et  à 
leurs  axes  ont,  comme  équation  générale,  a  et  b  étant  des 
constantes. 


flr*  4-  X    '    b-  -\-A 
'/.  désignant  un  paramètre  arbitraire. 


o, 
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La  conique  B  n'est  autre  chose  que  l'hyperbole  des  nor- 
males relative  au  point  P  (/?,  q). 
Son  équation  est  donc 

x—p  _  y  —  q 


y 


«2  +  X         b--^\ 
qui,  développée,  s'écrit,  en  posant  a-  —  b^  ^=  c^, 

(B)  c^  a::y -+- q  {b^ -i-X)  X —p  {a- -hl)/ =io. 

Le  lieu  des  foyers  de  cette  hyperbole  s'obtiendra  en  éli- 
minant le  paramètre  variable  entre  les  équations  des  hyper- 
boles aux  foyers  qui,  pour  une  conique  dont  l'équation 
serait 

A  j;-  +  2Bxy  -+-  Cj-  +  2D.37  -H  2E/H-  F  tr:  0, 

ont  pour  équations,  (a,  jâ)  étant  les  coordonnées  du  foyer, 

(  (AG  — B2)a^  — (BD  — AE)a  — (BE  — CD)p  +  DE  — BF  =  o, 

j  (AC  — B2)  (a"  — (i-)— 2(BE-CD)a 

f      +2  (BD  — AE)i5  +  (C  — A)  F  +  D2  — E2  =  o. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe 

A  =  0,  B  =: — ,  Cr=0,  D=^-!^ ) 

2  2 

E==i±^li^,  F  =  o. 

2 

Ces  hyperboles  deviennent  donc 

'  c''(xp-+-  c^q  {b-  -i-l)cL 

—  c^p  {a^  -i-  l)p  ^- pq  {a^  -hl)  {b-  +  l)  =  o, 

—  2C^q{h''  +  l)[i,  —  q^ib-^iy-^-p^n^  +  iy—o; 


CllAP.     I.     —    GÉOMKTRIE     PLANE.  103 

<t  cette  dernière  équation  pouvant  s'écrire 

[c'^fj-i-gib--  À)?  —  [c-  a  —  p  (a-  -r-  X)]*  =  o, 
les  équations  des  hyperboles  aux  foyers  seront 

!c^  %  p  -t-  C' q  {  b-  -\- "/.)  X 
—  c-p  {a-  -hl)  p  -^ pq  {a^  -i- X){b- -hl)  =  o, 
[c^p-^q{b--^l)y— [C-J.  —  P  {a- -i- }.)]*  =  o. 

Celte  dernière  équation  se  décompose  en  un  produit  de 
deux  lacteurs  et  le  lieu  des  fovers  se  dédouble  en  deux 
parties  :  l'une  que  l'on  obtiendra  en  éliminant  X  entre 

(  c'[c'xp-hq{b'--t-l)^  —  p{a--i-l)p] 
(2)  }  -h  pq(a- ^l){b* -h 'k)  =  o, 

(       c'{^-x)-hq{b'-^}.)-^p{a^-h-A)  =  o, 

9. 

l'autre  en  éliminant  X  entre 

c-  [c- xp  -r-  q  {b^-  +  l)x  —  p  {a^ -h'k)p] 
(2')  ■  -hpq{a*--h\){b^  +  l)=o, 

'  c'(a4-S)^y  (fc^-h).)+/?(a'  —  À)  =  o; 

et  ce  dédoublement  du  lieu  des  foyers  était  facile  à  prévoir, 
toutes  les  coniques  (B)  ayant  mêmes  directions  d'axes. 
Le  système  (2)  ordonné  par  rapport  à  X  devient 

lpql^-^[c'-(qyi-pP)-^-pq{a^'  +  b')]X 

J  +  c*{c-xp-hqb-x  —  pa-p)  ■+■  pqa-  b*  =  o, 

!  ip-hq)'>^-^c-{p  —  x)  ■+-pa--\-qb'=o, 

et  l'élimination  se  fait  immédialement  ;  car,  de  la  seconde  de 
ces  équations,  on  tire 

_       c'  (  S  —  a )  -+-  pa-  -h  qh' 
cl  celte  valeur  de  X  portée  dans  la  première  équation  donne 
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finalement 

pq[c^{5  —  :>.)-hpa^  -h  qb']^ 

—  (P-^'Ï)  [c"  igy.  —p^)+pq  {a^  --h  b-)]  [c^  (p  -  a)  -h pa^  -+-  qb'] 

-h  {p  -h  qy  [c-{c-7.p  -+-qb^x  —  pa^p)  -\- pqa'^  b-]  =  o. 

C'est  l'équation  d'une  conique  dont  l'ensemble  des  termes 
du  plus  haut  degré  est 

^V^  {p  —  :>.y--hc'{p  +  qy-x'^  —  c'{p-hq){p  —  y.){q^-p?) 

ou,  après  réduction, 

c'  [pq{y.'  H-  P')  +  (/>  +  qY^p  -  ip  +  q){p  - y.){q^-pp]- 

Le  discriminant  de  cette  forme  homogène  en  a  et  ^  serait 

0=  ic'*pq{p+  q)-, 

qui  ne  peut  s'annuler  que  si  le  point  P  est  à  l'origine  ou  sur 
la  seconde  bissectrice.  Le  premier  lieu  sera  une  ellipse  quand 
le  point  P  aura  ses  deux  coordonnées  de  même  signe;  des 
hyperboles  dans  le  cas  contraire.  On  aura  donc  des  ellipses 
dans  le  premier  et  le  troisième  quadrant,  des  hyperboles 
dans  le  deuxième  et  le  quatrième.  Lorsque  ce  point  est  sur 
la  seconde  bissectrice,  on  a  des  paraboles;  enfin,  lorsque  P 
est  sur  l'un  des  axes,  le  lieu  se  réduit  à  une  double  droite 
confondue  avec  cet  axe. 

En  opérant  de  la  même  manière  sur  les  équations  (  2'),  on 
trouve  pour  résultat  de  l'élimination  de  a 

pq[c^x+p)-\-qb-'~pa''-Y 

-{q-p)[c^qx-pP)-^pq{a'^  +  b'-][c^x^P)-^qb^-pa'] 

-+-  {q  — pY  [c^  (c-xp-\-  qb'x — pa'p)  -\- pqa"-  6-]r=o. 


C'est   encore  une  conique  dont   l'ensemble  des   termes   du 
second  degré  est 

àlpq{x-\-p)-  —  {q  —  p){q'j.-pp){x  +  p)  -^{q-pYrp], 
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et  le  discriminant  dos  termes  du   plus   haut  degré  sera  cette 

fois 

o  =  —  2pqc'{p  —  q)', 

qui  ne  sannule  que  lorsque  le  point  P  est  sur  la  première 
bissectrice.  Contrairement  au  cas  précédent,  l'équation  qui 
nous  occupe  représente  des  ellipses  quand  le  point  P  est 
situé  dans  le  deuxième  et  le  quatrième  quadrant;  ce  sont  des 
hyperboles  quand  il  est  dans  le  premier  ou  le  troisième; 
enfin  des  paraboles  quand  le  point  P  est  sur  la  première 
bissectrice. 

De  même  que  dans  le  cas  précédent,  lorsque  le  point  P 
est  sur  l'un  des  axes,  le  lieu  se  réduit  à  une  double  droite 
qui  est  Taxe  lui-même. 

H.  On  donne  trois  pointsjixes  A,B,C€*^  une  droite  fixe 
-VS  passant  par  le  point  h.  Trouver  le  lieu  du  point  de  con- 
tact des  droites  parallèles  à  SNet  tangentes  aux  coniques 
circonscrites  au  triangle  ABC  et  touchant  la  droite  AN. 

Ce  lieu  est  une  conique  :  on  demande  le  lieu  des  foyers 
de  ces  coniques  quand  la  position  de  la  droite  AN  varie. 

{École  Normale.  —  i863.) 

1°  Prenons  comme  axes  des  coordonnées  les  droites  AC 
et  AB  {Jig.  8);  appelons  a  la  longueur  AB  et  b  la  longueur 

AC, 

m  X  -+-  n  y  =  o 

sera  l'équation  de  la  droite  AN;  et  l'équation  générale  des 
coniques  tangentes  à  l'origine  à  celte  droite  sera  de  la 
forme 

Ajt'  4-  2  Bxf  +  C  >'  —  {mx  -h  nv)  =  o; 

ces  coniques  doivent  passer  en  B,  on  a  donc  la  condition 

A/7*  —  ma  =  o 
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et,  comme  elles  passent  au  point  C,  nous  aurons  aussi 

C^^  —  nb  =  o; 

en  tenant  compte  de  ces  deux  relations  de  condition,  l'équa- 
tion générale  des  coniques  devient 

m    .         .  ^    «       , 

—  X-  ^-  2  A  ^  K  +  -r  y^  —  (  mx  4-  «  >■  )  =  o  , 
a  -  b 

équation  que  Ton  peut  écrire 

(i)         bmx^  -+-  2abA  xy  H-  nay'^  —  ab  {mx  -^  iiy)  =  o. 

Les  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  une  cer- 

Fig.  8. 


laine  direction  étant  au  point  de  rencontre  de  la  courbe  avec 
le  diamètre   conjugué  à  cette  direction  de  cordes,  il  suffit 
d'éliminer  X  entre  l'équation  de  la  courbe  et  celle  du  diamètre 
conjugué  à  la  direction  de  cordes  AN. 
L'équation  de  ce  diamètre  est 


ou 


«/x—  mf'y 


2  btnx  ~\-  2ahl  V  —  abm        o.abXx  -h  2  an  v  —  ahn 
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et,  en  développant  et  simplifiant, 

(2  )  ab  {mx  —  ny)'/.  ~\-  nui  (av  —  bx)  =  o. 

11  reste  à  éliminer  a  entre  (2)  et  (i).  L'équalion  ordonnée 
par  rapport  à  X  devient 

•2.abxv\  -+-  bmx-  +  any-  —  ab  (mx  -+-  ny)  ^=  o 

et  le  résultat  de  l'élimination  est,  en  supprimant  le  facteur  c/^, 

{mx  —  ny)[  bm x-  -\-  any"-  —  ab  {mx  -h  ny  ) ] 
—  2mn  xy  {ay  —  bx)  :^  o. 

C'est  l'équation  cherchée  ;  en  ordonnant,  elle  devient 

{mx  -r-  ny  )  (  any-  —  bm  x^)  -h  ab  {m-  x-  —  n'  >-  )  =  o 

ou,  plus  simplement, 

(  3  )     (  m  X  H-  ny)  [any-  —  bm  x-  -\~  ab  {mx  —  ny)]  =  o- 

Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à 

t  /«  X  4-  «  y  =  o 

se  décompose  donc  en  deux  : 

I  mx  -r-  ny  =:  o, 

/  any^  —  bmx^  -i-  ab  {mx  —  ny)  =:  o  ; 

soit   la  droite   AN   elle-même  et  ime  conique  dont   l'équa- 
tion 
( 4 )  ^'^y'  —  f^^^ x^  ■+-  ab  {mx  —  ny )  =0 

dépend  de  la  direction  de  la  droite  AN. 

2°  Lieu  des  foyers.  —  Si  l'on  suppose  la  droite  AN 
mobileet  si  l'on  désigne  par  0  son  coefficient  angulaire,  l'équa- 
tion (4)  deviendra 

;  ay^  -\-  b^x-  —  ab{Ox  -\- y)  =10 
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el  représentera  un  faisceau  de  coniques  dont  il  s'agit  main- 
tenant de  trouver  le  lieu  des  foyers.  Nous  allons  à  cet  effet 
chercher  le  lieu  des  points  (a,  3)  du  plan  d'où  l'on  peut 
mener  à  la  conique  des  tangentes  isotropes,  ce  qui  conduit  à 
former  d'abord  l'équation  langentielle  des  coniques  repré- 
sentées par  l'équation  (4')-  Celle-ci  s'obtient  en  écrivant  que 
l'équation 

ay-  -+-  60  x^  —  ab  (fia-  -{-  y)  (u  .r-h  vy)  =r  o 

f[ui  représente  le  faisceau  des  droites  joignant  l'origine  aux 
points  d'intersection  de  (4')  avec  la  droite  ux  -{-  vx  =:  i ,  a  une 
racine  double,  c'est-à-dire 

40(1  —  au  —  hv)  —  ab{u  —  Or)-  =  0, 

qui  est  l'équation  tangenlielle  demandée. 

L'équation  donnant  les  coefficients  angulaires  des  tangentes 
menées  d'un  point  (x,  3)  à  la  courbe  est  donc 

40  {ux-[-  cfi)-  —  4O  (<7//  4-  /^r)  (/<a,  +  l'S)  —  <^'^(«  —  Oi')-=o; 

et  pour  que  le  point  M  (a,  3)  soil  un  foyer,  il  faut  que  cette 
équation  se  réduise  à 

(5)  M- +  2  «(' cos'f  +  ('^  =  o, 

o  étant  l'angle  des  axes  de  coordonnées. 
Il  en  résulte  les  équations 

4  Oa  ( a  ~  a)  —  ah  _ .  4 'jA  —  ">-  ( «  fî  4-  /v  a )  +  ah 

I  COS  'J 

■     _0[4p(â  — />)  —  a^Oj^ 


et  l'élimination  du  paramètre  6  entre  ces  deux  équations  nous 
donnera  la  relation  entre  a  et  ^  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  l'équation  (5)  soit  vérifiée,  c'est-à-dire  précisément  le  lieu 
des  foyers  cherché. 
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Celle  élimination  se  fait  de  suite  et  l'on  obtient  pour 
résullat 

a-b-coi'-o—\\p{i  —  b)cosz—2[p{a  —  x)^x{b—'^)]—ab[ 
x\4x{x  —  a)coi-^  —  2[p{a  —  ji)-\-x{b  —  S)]  —  ab\  =  o, 

qui  s'écrit,  en  changeant  a  en  jr  et  jî  en  j-, 

o  =z  I  4  V  {y—  b)  ces  0  -f-  2  [  V  (  a-  —  a)  -^  a-  {y  —  b)]  —  ab  \ 

X  ;4-^  (-^  —  <^)  ces 9  + 2  [y{,T —  a) -h a:  {y  —  b)] —  ab  [  — a-b' coi 

lieu  du  quatrième  degré  dont  l'ensemble  des  termes  d'ordre 
le  plus  élevé  est 

i6  (/*  cosi  -+■  xy)  ( j:'  ces  v  -1-  xy) 

et  dont  par  suite  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  droites 

J"  z=  o, 

y  r=z  o, 
y  CCS  Ç  -T-  X  =:  o. 
X  COS.;  -i-  i'  r=  o. 

La  mélhode  exposée  dans  la  résolution  de  ce  problème 
est  d'une  absolue  généralité  et  l'on  peut  voir  qu'elle  meneau 
but  sans  accident  et  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  s'écarter 
en  quoi  que  ce  soit  de  l'application  pure  et  simple  des 
méthodes  générales. 

Cependant  quelques  remarques  faites  pendant  l'exécution 
des  calculs  peuvent  parfois  en  abréger  singulièrement  la 
longueur  ou  la  difficulté  et  rendre  plus  aisée  la  discussion 
des  résultats.  Ceux  de  nos  lecteurs  qui  voudront  bien  se 
reporter  à  la  solution  qu'a  donnée  M.  Painvin  du  même  pro- 
blème {Aouvelies  Annales,  2*  Série,  t.  III,  p.  35-)  y  trou- 
veront un  exemple  intéressant  de  ces  simplifications  qui 
ajoutent  toujours  à  l'élégance  de  la  solution. 
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12.    On  donne  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes 

a"- y-  +  W' X-  —  cr  b"-  -=.0 

et  dans  son  plan  an  point  P  de  coordonnées  p,  q  par 
Lequel  on  mène  deux  droites  parallèles  aux  bissectrices 
des  angles  des  axes. 

Onconsidère  toutes  lesconiques  qui  passent  par  les  points 
d' intersection  de  ces  droites  avec  l'ellipse,  i"  Ecrire  l'équa- 
tion générale  de  ces  coniques,  et  trouver  le  lieu  de  leurs 
centres.  [On  distinguera  les  portions  du  lieu  correspon- 
dant à  des  centres  d'ellipses  et  celles  correspondant  à  des 
centres  d'hyperboles.^ 

2"  On  prend  la  polaire  de  l'origine  des  coordonnées  par 
rapport  à  chacune  des  coniques,  et  Von  abaisse  du  point  P 
une  perpendiculaire  sur  cette  polaire  ;  lieu  du  pied  de  ces 
perpendicu  laires . 

"iP  Parmi  les  coniques  considérées,  se  trouvent  deux  para- 
boles; trouver  leurs  foyers  pour  une  position  donnée  du 
point  P  et  les  lieux  de  ces  foyers  cjuand  le  point  P  parcourt 
i"  une  des  bissectrices  des  axes  de  l'ellipse  donnée;  2"  la 
circonférence  circonscrite  au  rectangle  des  axes  de  cette 
ellipse. 

[Ecole  Centrale.  —  1888.) 

i"  Considérons  l'ellipse  proposée 

(i)  b'^x'^  +  a'^y''  —  a'^b'. 

Les  équations  de  deux  droites,  respectivement  parallèles 
aux  bissectrices  et  passant  par  le  point  P  (/?,  «7),  sont 

y  —  q  —  {^—p)  =  ^ 

et 

y  —  7+  (x  —p)  =0. 

L'équation    générale    des  coniques   passant    par    les    points 
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d'intersection  de  l'ellipse  (i  )  et  des  deux  droites  précédentes 
est  donc 

(o.  )     b^-x"-  -  a^-  -  a'-  b-'  -  À  [  ( j  -qV-  {x~pf-]  r=  o, 

X  désignant  un  paramètre  variable. 

L'équation  du  lieu  des  centres  de  ces  coniques  s'obtiendra 
en  éliminant  le  paramètre  a  entre  les  équations 

/3j  (  b-a;  —  Ko-  —  p)  —  o, 

/  a-y  —  1  ( y  —  q)  ^o, 
ce  qui  donne 

(4)  b-x  {y~q)  ^a'''y{x~p)  =0 

ou,  en  développant, 

1  H  )  a-  ~  b°  )  xy  —  qb'^ x  —par y  =  o. 

C'est  une  hyperbole  équilatère  dont  les  asymptotes  sont 
parallèles  aux  axes  de  coordonnées,  résultat  qui  était  à  pré- 
voir, caries  droites  (3;  passent  respectivement  par  un  point 
fixe  qui,  dans  le  cas  actuel,  est  rejeté  à  l'infini  et  elles  se 
correspondent  homographiquemenl.  Le  lieu  de  leurs  points 
de  rencontre  est  donc  une  conique.  Cette  hyperbole  passe 
en  outre  par  l'origine  des  coordonnées  où  elle  a  pour  tan- 
gente la  droite 

qb-  X  -^  po-'y  =^  o 

et  a  son  centre  au  point 


yx^- 


il  est  donc  facile  de  la  construire. 

Il  s'agit  maintenant  de  savoir  quels  sont  les  points  du 
lieu  qui  correspondent  à  des  centres  d'ellipses  et  ceux  qui 
correspondent  à  des  centres  d'hyperboles. 

Reprenons  l'équation  (2)  L'ensemble  des  termes  du  second 
degré  est 

(6'-?.)^'-  (a-  ---l)y'-^  .... 

R.        Ex.  de  Géoni.  anal.,  II.  g 
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Les  courbes  du  système  seront  donc  des  ellipses,  si  l'on  a 

des  hyperboles  dans  le  cas  contraire. 

Gomme  cas  de  transition,  ce  sont  des  paraboles  quand 

{b-  —  1)  {a-  -\-l)~o; 

il  y  a  donc  deux  paraboles  dans  le  faisceau,  elles  correspon- 
dent aux  valeurs 

X,  =  b\ 

et  pour  chacune  d'elles  le  centre   s'éloigne  à  l'infini  dans  la 
direction  des  asymptotes  de  l'hyperbole  (H). 

Les  coordonnées  du  centre  d'une  des  coniques  du  faisceau 
s'expriment  en  fonction  du  paramètre  variable  par  les  for- 
mules 

pi 


y^ 


q  X 


«"  -r  X 

Quand  \  prend  successivement  toutes  les  valeurs  de  —  oo 
à  H-  00,  les  valeurs  de  x  etjK  sont  consignées  au  Tableau  sui- 
vant : 

a-  +^>2 


y 


--  oo 

p 


pa'- 


b-" 


00    !    -1-  00 


00        —  00 


q  h" 


b' 


00 

p. 

9 


Donc,  quand  \  varie  de  —  oo  à  —  «-,  le  point  M  décrit  la 
portion  de  la  courbe  comprise  entre  le  point  P  et  l'asymptote 
verticale.  Puis  À  variant  de  —  a-  à  -'-  b-,  le  point  générateur 
décrit  toute  la  branche  de  gauche  de  l'hyperbole  et  enfin 
quand  X  varie  de  b^  à  oo,  le  point  générateur  décrit  la  por- 


de 

—  00 

à 

de 

—  a- 

à 

et  de 

-.-6'- 

à 
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tion  de  courbe  comprise  entre  l'asymptote  horizontale  et  le 
point  P. 

Si  l'on  considère  d'autre  part  le  signe  du  produit 

dans  ces  mêmes  intervalles,  on  voit  que 

—  a-,  le  produit  est  <;  o, 
^  fe-,  le  produit  est  >  o, 
4-  oc,         il  redevient     <<  o. 

Donc  la  portion  de  courbe  comprise  entre  P  et  l'asymptote 
correspond  à  des  centres  d'hyperboles,  ainsi  que  la  portion 
comprise  entre  l'asymptote  horizontale  et  le  point  P,  c'est- 
i-dire,  en  résumé,  toute  la  branche  de  droite  de  l'hyperbole 
(  Hj.  La  branche  de  gauche  correspond,  au  contraire,  à  des 
centres  d'ellipses. 

Parmi  ces  derniers  se  trouveront  des  centres  de  cercles,  s'il 
V  en  a  parmi  les  coniques  du  faisceau. 

Les  cercles  du  faisceau  seront  donnés  par  les  valeurs  de  a 
qui  vérifieraient  la  relation 

ou  bien 


2 

et  les  coordonnées  du  centre  de  ce  cercle  unique  seraient 

p(a-—  h^) 

_         q(a^  —  b-) 

Enfin,  l'hyperbole  lieu  des  centres  se  réduit  à  un  système 
(le  deux  droites  rectangulaires  quand  le  point  P  est  sur  l'un 
<les  axes. 

Cette  séparation  sur  le  lieu  des  centres  des  portions  affé- 
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rentes  aux  centres  d'ellipses  et  aux  centres  d'hyperboles,  peut 
se  faire  également  en  appliquant  la  méthode  très  générale 
exposée  dans  la  Note,  T.  I,  p.  3o3. 

Lorsque  X  varie  de  --  ooà  -:-  co,  on  rencontre  les  valeurs  de  a 
suivantes  : 

X  :    — ce,  —  «',  -T-b-,  4- oc, 

qui  produisent  un  changement  dans  le  signe  de  la  fonction 

Au  premier  et  au  dernier  de  ces  intervalles  correspondent 
des  hyperboles,  au  second  des  ellipses. 

On  peut  considérer  le  lieu  des  centres  comme  engendré 
par  l'intersection  de  l'hyperbole 

(H)  {a- -r- b'^)  xy  —  qb'^x — pa-y--=o, 

avec  l'une  quelconque  des  droites  (3),  par  exemple 

;r  (  6^  —  X  )  -h  X/?  ::^  G  ; 

et,  lorsque  X  varie  de  — ^  oo  à  —  a-,  cette  droite  varie  de  la 
position 

X  :=  p 


pa- 


qui  est  l'asymptote  verticale  de  l'hyperbole  lieu  des  centres  : 
X  variant  de  —  a-  à  -j-  b-^  la  droite  se  déplace  donc  parallè- 
lement à  elle-même  de 

pa- 

à  l'infini  négatif,  et  siX  varie  de  b^  à  -i-  oo,  la  droite  se  déplace 
parallèlement  à  elle-même  de  l'infini  positif  à  la  position 


CHAP.     I.     —    GEOMETRIE    PLANE. 

Les  deux  droites 

»2 


X  — p  =^o, 


X 


pœ" 


a^  -- 


:=0 


découpent  donc  l'hjperbole  en  trois  tronçons  correspondant 
chacun  à  un  des  intervalles  de  variations  de  X. 

Le   premier   et  le    dernier   correspondent   à   des    centres 


F'g-  9- 


-^. 


^fp.1) 


[d'hyperboles.  Ils  forment  à  eux  deux  la  branche  de  droite 
fde  la  courbe. 

Le  second  correspond  à  des  centres  d'ellipses. 

Il  est  composé  de  la  branche  inférieure  de  l'hyperbole. 

2°  Reprenons  l'équation  générale  de  nos  coniques. 
|(2)      6»J7'  --  a-/*  —  a»  6*  -H  X  [(7  —  ^)-  —  (X  —  />)']=  o. 
La  polaire  de  cette  conique  par  rapport  à  l'origine  est 

X[  -^(/--^)-^/?(a:  — p)]— a*6»  — o, 
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et  son  coefficient  angulaire, ->  est  indépendant  de  a;  les  po- 
laires de  l'origine  par  rapport  aux  diverses  coniques  du  fais- 
ceau sont  donc  des  droites  parallèles,  et  si  du  point  P  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  ces  diverses  polaires,  le  lieu 
des  pieds  de  ces  perpendiculaires  successives  n'est  autre  que 
la  perpendiculaire  elle-même,  c'est-à-dire 

y.^j  ___  ?, 

qx-\-py  —  ipq=io. 

Cette  droite  est  parallèle  à  la  diagonale  du  rectangle  con- 
struit sur  les  coordonnées  du  point  P;  elle  passe  par  le 
point  P,  on  peut  donc  la  construire  aisément. 

3°  Parmi  les  coniques  du  faisceau  se  trouvent,  comme  on 
l'a  vu  plus  haut,  deux  paraboles  correspondant  aux  valeurs 
de  X, 

Les  équations  de  ces  paraboles  seront  donc 

h^x'^  -h  a^y-  —  a^b-  -+-  è"  [(/—  q)-  —  (x  — /?)']  rzr  o 
et 

b^x'  ~\-à^ y^  —  à^b"-  —  à^iiy  —  9)'  —  (■^  — P)"'^  =  o, 

qui  peuvent  s'écrire 

(5)  {a-  ~>r  b-)  y-  -{-  b^  {2  p  X  —  2  q  y  -i-  q^  — p-  —  a-)  =o 
et 

(6)  {a^  -\-  b-  )  X-  —  a-{2px  —  2qy  —  /?^h-  q^  -^b^)  ^=zo, 

l'une  de  ces  paraboles  ayant  son  axe  parallèle  à  l'axe  0.r, 
l'autre  à  l'axe  Oy. 

Les  coordonnées  a,  ^  du  foyer  de  la  première  sont  données 
par  l'intersection  des  deux  droites 

pb-lia"  '^  b^)  p  ^-  b^-q']  —  o 
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ei 

qui  s'écrivent,  simplifications  effectuées, 

j        ia--^b^)3^b'-q, 

(  2p(à^  -r-  b-)x=^  a-{a-  ^  b-  —  7^  —  /?' )  » 

et  d'où  l'on  tire  les  coordonnées  du  fover 

,'      a-  (  a-  — -  b-  —  q-  —  p^  ) 

1  '2 p \^a-  —  b- , 

_      b^-q 


a^-^b- 


Les  coordonnées  du  foyer  de  la  seconde  parabole  se  dédui- 
raient aisément  de  celles-ci,  il  suffirait  de  changer  a  en  ^, 
a  en  b,  el  p  en  q  :  elles  seraient  données  d'ailleurs  par  les 
équations 

/  (a-  -^  b-)v.  T^  pa-, 

■   (a^—  b'^yj.a}—  b^)x-—  a^-iipx—  iq^  —  p"-  ^  q-  ^  b- )\ 
(  ~{{a}~b'')■x  —  a-p\'-^à*q-  —  0, 

qui  deviennent 

I         (a-  -f-  &-)x  =yoa', 

\    2q{a*'hb')ô=:b''{a--r-  b'-   -  p- -.- q-) , 

et  donnent  pour  coordonnées  du  second  foyer 

_  _       /?a«  h^ia^^b^-p'--^q^) 

Si  le  point  P  parcourt  par  exemple  la  première  bissectrice 
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des  axes  de  coordonnées,  p  =^  q,et  l'on  trouve  pour  les  foyers 
de  la  parabole  (5)  les  valeurs 

ip  a-  -1  -  b^ 

en  éliminant  p  entre  ces  deux  équations,  on  a  le  lieu  des 
foyers  de  ces  paraboles  quand  le  point  P  décrit  la  première 
bissectrice,  et  ce  lieu  a  pour  équation 

ap z T.--  —  o. 

2  (  «■*  H-  6'  ) 

C'est  une  hyperbole  équilatère  d'asymptotes  parallèles  aux 
axes  de  coordonnées  et  dont  le  centre  est  à  l'origine. 

Dans  les  mêmes  conditions,  les  coordonnées  (8)  du  foyer 
des  paraboles  (6),  quand  le  point  P  décrit  la  première  bissec- 
trice, deviennent 


a'-  -\-  b'^  ip 

et  en  éliminant/?  entre  ces  deux  équations,  on  trouve  égale- 
ment pour  lieu  des  foyers 

Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  de  la  première  série,  et 
celui  des  foyers  des  paraboles  de  la  deuxième  série  coïn- 
cident donc  quand  le  point  P  décrit  la  première  bissectrice. 

Quand  le  point  P  décrit  le  cercle  circonscrit  au  rectangle 
des  axes  de  l'ellipse  (i),  il  existe  entre  les  coordonnées /?  et  y 
de  ce  point  la  relation 

(9)  p^ -V- q'- Trr  a-- -r- b\ 

et  les  équations  {-])  deviennent 


2  _|_   ^2  '  P  a'   ^   b' 


(lo)  *--  -2- -^-2'         ^—  :.:      vi' 


CHAP.    I.    —    GEOMETRIE    PLANE.  121 

en  éliminant/»  et  q  entre  les  équations  (g)  et  (lo),  on  trouve 
pour  lieu  des  foyers  des  paraboles  (5),  quand  le  point  P  décrit 
la  circonférence, 

/^2  _  /,2-)2a2        in--'-  Jf-y-f-'        .    , 

ia--^b-)—-o 


a*  b* 

ou  bien 


a* 


a'-  -r  b-         a-  —  b'- 

Le  lieu  est  donc  une  ellipse  concentrique  à  l'ellipse  de 
l'énoncé,  ayant  mêmes  directions  d'axes,  pour  longueur  de 
ses  axes 


el 


\  a-  —  W )-  {^a^  ^-  b^- )'^ 

L'élimination  de  />  et  ^  entre  les  équations  (8)  modifiées 
par  l'introduction  de  la  condition  Tg)  conduirait  identique- 
ment au  même  résultat.  Ici  encore  le  lieu  des  foyers  des 
paraboles  de  la  seconde  série  coïncide  avec  le  lieu  des  foyers 
des  paraboles  de  la  première  série  quand  le  point  P  se  déplace 
sur  le  cercle  circonscrit  au  rectangle  des  axes  de  l'ellipse  (i). 

On  peut  remarquer  en  passant  que  la  différence  des  carrés 
<les  axes  de  l'ellipse  lieu  des  foyers 

<^*  b*  ,      ., 

a-  -1-6-        a-  —  b- 

est  précisément  la  différence  des  carrés  des  axes  de  l'ellipse 
(2);  par  conséquent  ces  deux  ellipses  sont  homo focales . 

13.  On  donne  dans  un  plan  un  point  w  fixe  et  deux  axes 

■  rectangulaires  JixesOx,  Oy.Par  le  point  u  on  fait  passer 

deux  droites  rectangulaires  rencontrant  Ox  enB  etTi  et 

X)y  en  A  et  C.  Par  les  points  K  et  ^  on  fait  passer  une 

iparabole  P  tangente  aux  axes  Ox  et  Oy  en  ces  points; 
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par  les  points  C  ei  D  on  fait  passer  une  parabole  V  tan- 
gente aux  axes  Ox  et  Oy  en  ces  points. 

On  fait  tourner  les  droites  rectangulaires  AB,  CD  au- 
tour du  point  w  et  Von  demande  : 

1°  Les  équations  des  paraboles  P,  P'  de  leurs  axes  et  de 
leurs  directrices  : 

2"  L'équation  du  lieu  du  point  de  concours  des  axes  et 
des  directrices  ; 

3°  On  prouvera  que   la  distance   des  foyers  est  con- 
stante. 

[École  Polytechnique.   —  Énoncé  partiel;  1887.) 

1"  Soient  (/?,  q )  les  coordonnées  du  point  oj  : 

Fis.    10. 


Les  deux  droites  AB  et  CD  {fig,  10)  ont  pour  équations 

(AB)  y  ^q  .-\(oc  ^p)^_o^ 

iCD)  X(k--^)  -x—p -  o, 
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X  désignant  un  paramètre  variable,  puisque  ces  deux  droites 
sont  rectangulaires. 

Par  suite  toutes  les  coniques  qui  sont  tangentes  en  A  à  OA 
et  en  B  à  OB  auront  pour  équation 

2a:j  -—  ij.[y  —  q  —  K{x — /))]-rtro, 

;j.  désignant  un  nouveau  paramètre  variable,  et  comme  dans 
le  cas  actuel  ces  coniques  doivent  être  uniquement  des  para- 
boles, A  et  [jL  doivent  être  reliés  par  la  relation 

tX-X-  —  (  Xu.  —  l)*  =^  G, 

qui  donne 

I 

2  A 

et  les  paraboles  tangentes  en  A  à  OA  et  en  B  à  OB  ont  pour 
équation  générale 

2^7-T-^j^  [{y  —  q)  —  'k{x-p)Y  =  o 
ou  bien 

(i)  fP  )      (y  -r-  \x j-  -f-  2  (â/>  —  q)  (y  —  \x)  —  Çkp  —  q)-  :=  o. 

En  opérant  absolument  de  la  même  manière,  on  trouve 
pour  équation  générale  des  paraboles  P'  tangentes  à  Ox  en  D 
et  à  Oy  en  G 

(2)    (P'j        (>  —  Xj)-  —  2  (X^  -+-/))  (J7+X7)  —  (Xçr— /?)-=:  o. 

Les  axes  de  ces  paraboles  s'obtiennent  aisément.  Prenons 
par  exemple  les  paraboles  du  premier  système  représentées 
par  l'équation  (P)  ;  si  F  {x^y)  =  o  représente  l'équation  d'une 
parabole,  l'équation  de  son  axe  est 

AF;,-+-BF;=ro, 

c'est-à-dire,  dans  le  cas  présent, 

l[l{y-'-'kx)—\{\p-  q)]  -^[{y-\-\x)-^{\p  —  q)]  —  o 
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OU 

(  3)  (X-  +  i)(j+Xa;)  -i-{l^—i){q—'kp)  =  o. 

En  opérant  de  même,  on  trouve  pour  équation  des  axes  des 
paraboles  P' 

(3')  (X=-^i)(jp-Xj)  +  (X2-i)(X^+p)^o. 

L'équation  de  la  directrice  de  l'une  de  ces  paraboles,  par 
exemple  de  la  parabole  P,  s'obtient  en  remarquant  que  la 
directrice  est  la  polaire  du  foyer. 

Les  foyers  des  paraboles  P  sont  à  chaque  instant  à  l'inter- 
section de  l'axe  (3)  et  de  la  courbe 

4BF(a,p)-F;,F'jî  =  o, 
qui  peut  s'écrire,  après  simplifications, 

(gr  —  X/?)  (!3  —  Xa)  —  (X/?  —  Ç-)-  =:  G. 

Les  coordonnées  des  foyers  des  paraboles  du  système  F  sont 
donc  les  valeurs  de  a  et  p  qui  satisfont  aux  relations 

i  fi  —  lx—{Xp~-q)—o, 

|p+Xa4-j^^  {q-Xp)=o 

et  ont,  par  conséquent,  pour  valeurs  respectives 

'  X(7-X^) 

h-  --xr^-' 

\  '         X-  -t-  I 
Un  calcul  identique  donnerait   pour   les    coordonnées    des 


I 
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foyers  des  paraboles  du  système  P 


K-  —  I 

(A 


|p'=^4^ 


L'équation  de  la  polaire  du  foyer  par  rapport  aux  paraboles 
P,  c'est-à-dire  de  leur  directrice,  est  dès  lors 

X  (q  —  Ip^  ,  ^ 


q  —  "kv 


'^{y  —  \x)  ~r  (  \p  —  q  y^ 


A'  -T-  1 

—  {\p  —  q)  (y  —  Ijr  \  —  {Xp  —  q )-  ^  o, 
et  se  réduit  à 

ou 

(5)  ù;  —  \y  =  o, 

et  le  même  calcul  donne  pour  la  directrice  des  paraboles  P 
l'équation 

(5')  y  -!-  \x  =:  o. 

Ces  droites  passent  par  l'origine,  quelle  que  soit  la  parabole 
du  système  à  laquelle  elles  sont  relatives,  et  pour  les  para- 
boles de  chaque  système  qui  correspondent  à  une  même 
valeur  de  a  elles  sont  perpendiculaires  Tune  sur  l'autre,  ce 
qui  était  à  prévoir  puisque  les  axes  des  paraboles  P  et  P  sont 
respectivement  rectangulaires. 

La  directrice  d'une  parabole  du  premier  système,  pour  une 
certaine  valeur  de  À,  est  donc  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole 
du  second  système  correspondant  à  cette  valeur  de  X. 
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2"  Le  lieu  du  point  de  concours  des  axes  et  des  directrices 
s'obtiendra  en  éliminant  le  paramètre  variable  entre  l'équation 
d'un  des  axes,  et  celle  de  la  directrice  correspondante,  c'est- 
à-dire  entre  les  équations 

l'équation  du  lieu  des  points  de  concours  des  axes  et  direc- 
trices des  paraboles  P  est  donc 

(6)  (^-  ~y-)-t-  (x-—y^){qy  —  px)='0. 

De  même,  le  lieu  correspondant  pour  les  paraboles  P'  s'ob- 
tient en  éliminant  X  entre 

^   (X2+I)(.37—  Xr)  -h  (X^  —  !)(/?  +  X^)t=:0, 
f  ^  -t-  X.Z'  =  G, 

ce  qui  donne  pour  équation  de  ce  lieu 

(6')  {-v^-^f-y  -t-  ij'-^')  Kpx  -  qy)  =  o. 

Cette  équation  est  identique  à  la  précédente.  Le  lieu  du 
point  de  rencontre  des  axes  et  directrices  est  donc  le  même 
pour  les  paraboles  de  l'un  et  l'autre  système. 

Cette  courbe  a  des  directions  asymptotiques  imaginaires  : 
les  directions  isotropes  du  plan.  Elle  a  un  point  triple  à 
l'origine  avec  trois  tangentes  réelles  qui  ont  respectivement 
pour  équations 

x—y  =  o, 

a  4-7  =  0, 
qy--pa;  =  o, 

c'est-à-dire  les  deux  bissectrices  des  axes  de  coordonnées  et 
une  droite  perpendiculaire  à  la  diagonale  du  rectangle  con- 
struit sur  les  coordonnées  du  point  P  (p,  q). 
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Cette  courbe  est  donc  unicursale  et  les  coordonnées  d'un 
de  ses  points  s'écriront,  en  posant  y  =  tx, 

{  p  —  qt\i\ —  '- 


x  = 


y=^ 


(.1  —  t-)- 
t{p  —  qt)(i  — /'^ 

TT  —  t- 1* 


formules  qui  permettront,  en  faisant  varier  f  de  —  oc  à  —  oc, 
d'obtenir  les  valeurs  des  coordonnées  des  divers  points  de  la 
courbe. 

On  voit  en  outre  que  la  courbe  rencontre  les  axes  aux 
points  de  coordonnées  x  =^  p  et  r  ^^  q. 

Au  lieu  de  prendre  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  la 
directrice  et  de  l'axe  correspondant  à  une  parabole  de  même 
système,  on  peut  se  proposer  de  chercher  le  lieu  décrit  par 
le  point  de  rencontre  de  l'axe  d'une  parabole  de  l'un  des 
svstèmes  avec  une  directrice  de  l'autre.  Mais  les  axes  des 
paraboles  d'un  système  sont  respectivement  parallèles  aux 
directrices  de  l'autre,  et,  si  l'on  résout  le  problème  analyti- 
quement.  on  en  amené  à  éliminer  a  entre 

(  Çkx  —  j  j  (X*  -T-  i)  ^  (À-  —  i)  (^  —  Xp)  —  G, 

d'une  part,  et 

\  K^^  —  ^){^  —  Xj)  —  (  À-  —  I  '  yp  —  \q)  :=o, 
'  r  —  \y  =:.  o 

de  l'autre. 

Dans  les  deux  cas,  l'élimination  aboutit  à  réquation  sui- 
vante 

'7.'  {^*—y*){py~q^}—o] 

c'est-à-dire  que,  dans  ce  cas,  le  lieu  du  point  de  rencontre  se 
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compose  de  trois  droites  dont  les  équations  sont  respecli- 
ment 

^4_j  — o, 

a-— j  —  o, 

py-V-qx  --0. 

Ces  trois  droites  sont  donc  les  deux  bissectrices  des  axes  de 
coordonnées  et  la  diagonale  AB  du  rectangle  construit  surles 
coordonnées  du  point  w. 

Ces  droites  correspondent  à  des  valeurs  de  X, 


I  5 


X:rr-,, 


dans  le  premier  cas  par  exemple,  et  proviennent  de  ce  fait 
que,  pour  de  telles  valeurs  de  X,  l'axe  de  l'une  des  paraboles 
coïncide  dans  toute  son  étendue  avec  la  directrice  de  l'autre 
et  fait,  par  conséquent,  partie  du  lieu. 

3"  Les  foyers  des  paraboles  P  et  P'  ont  pour  coordonnées 
respectivement 


^'--- 


l{q-\p) 

X'  +  I 

q-lp 

X'^  +  i' 

p-^lq 

-  X"-  +  I  ' 

Kp-hlq^ 

La  distance  des  foyers  de  deux  paraboles  correspondant  à 
une  même  valeur  de  X  dans  les  deux  systèmes  sera  donc 


d,  = 


\n  -^1  {q  —  Xp) 

A^  +  i 


\ip^\q)~{q-\p)  ' 

X^-hi 
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c'est-à-dire 

d-=p-  +  qK 

La  distance  des  fovers  est  donc  constante  et  égale  à 


O' 


{p'-^q'-r.. 


c'est-à-dire  à  la   distance  du  point  P  à  l'origine  des  coor- 
données. 


l;      -  Jix.  de  Géoni.  anaf.,  II. 
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CHAPITRE  IJ. 

GÉOMÉTRIE  A  TROIS  DIMENSIONS. 


(') 


1.  Etant  donné  le  cercle 

(  ^r  +  r-j- 


I  x''-~\-y'^-^  z^—\\-—(^, 


trouver  l'équation  des  paraboloïdes  passant  par  ce  cercle 
et  par  l'origine  des  coordonnées. 

{École  Polytechnique.  —  Oral;  admissibililr.  1889.) 

Toutes  les  surfaces  qui  passent  par  ce  cercle  coupent  la 

sphère 

X'  4-  y^  -^  z"  —  R2  =  o 

suivant  une  seconde  courbe  plane. 

Soit 

X  ces  x-\-  y  ces  ^  -\-  z  CCS  y  —  d=zo 

l'équation  du  plan  de  cette  courbe,  les  surfaces  qui  passent 
par  le  cercle  (i)  auront  pour  équation  générale 

{})  x^  -^y^-hz'-—K^ 

-\- ()  {x -^ y  -h  z  —  i)(xcosoc  +  jcosS  +  3  ces 7  —  d)  —o, 

0  désignant  un  paramètre  variable. 

Or,  d'après  l'énoncé,  les  paraboloïdes  doivent  passer  par 
l'origine,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 
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et  Téquation  (i)  devient 

.•2)  œ'-^y'—z'  —  R^ 

-i — -  (j;  ^  y  -:-  z —  i)  (  >ccosa-T-  vcosS  -h .3 ces v  —  d)  =10 
cl  -^  .         .  . 

dans  laquelle  a,  3?  7  sont  encore  variables. 

Il  s'agit  maintenant  d'exprimer  que  ces  surfaces  sont  des 
paraboloïdes.  11  faut  pour  cela  que  le  discriminant  A  de  la 
forme  homogène  qui  constitue  l'ensemble  des  termes  du  se- 
cond degré  de  l'équation  (2)  soit  nul. 

L'équation  ( -i  >  ordonnée  s'écrit 

^-^x  +  -cosaj+j-(^i-^cospj 

-i-;;-l  I  H-  -7-  cosv  I  -h  —  (cos6  +  cosy)^':; 

-\ 1-  (  ces  V  —  ces  7.)  zjc  -, y  (  eus  X  -h  ces  s  )  a;  y 


le  discriminant  est  donc 

R*  (cosft  -r  cos-'")  I  rnç-'  -^  cosa")  (eosa  H-  cosÊ) 

-r  2 ■ ' ^' 


d^  1  2  2 


R> 

d- 


W-  \  (cos6-i-cosy')' 

I  -i 7^  ces  a  ) ■ — -, -— 

d  J  4 

(^,^_cosp) ,^ 

R-          \  (pos2t-hros3>n 
^,    __cosTJ ^ J=o; 


i3i 


iio   l'A  uni:. 
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d'où  ca  chassant  les  dénominateurs  numériques  et  ordon- 
nant  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  — -> 


R« 


8  ■-{-  8  -y  (  CCS  a  -i-  ces  p  +  ces  y  ) 


R* 


cP 


[ 


4  (  ces  a  ces  ^  +  cosp  cosy  -f-  ces  y  ces  a) 


R« 

77^ 


[ 


] 


—  (cosp  +  cosy)-  —  (cosa  +  cosy)^ 

—  (ces [3  4-  cosa)" 
8  ces  a  ces  ^  ces  y  —  2  [  ces  a  (  ces  S  -i-  ces  y  )- 

H-  cosp(cos3c  -i-  cosy)-4-  cosy(cosa  +  cos^)^] 
+  2 (ces  a  +  cosP) (cosp  +  cosy) (cosy  4-  cosa) 

c'est-à-dire 

4  —  4'/   (cosa  4- ces [5  +  cosy) 

R* 

7Ï  [(cosfi  — cosy)-4-  (cosy  4-  cosa)^-f  (cosa  — cos^)-] ::=:0. 

De  plus,  si  l'on  remarque  que 

(cosP  —  cosy)- 4-  (cosy  —  cosa)- 4-  (cosa  —  cos  j5)- 
=  (cosa  4-  cosp  4-  cosy)-4-  cos^a  4-  cos^^  4-  cos-y, 

il  vient  finalement 


r      R= 


(cosa  4-  cosp  4-cos 


-r 


w 


(cos-a  4-  cos-ji  4-  cos-y)  =  o. 

Mals;  si  nous  sommes  en  coordonnées  rectangulaires, 

(3)  cos^a4- cos^P  4- cos^y  =  I, 
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et  ]a  relation  entre  a,  P,  7,  qui  doit  être  vérifiée  pour  que 
les  surfaces  (2)  soient  des  paraboloïdes,  se  réduit  à 

2- (  CCS  a  4- ces  ^ -h  ces  y)       —  —  zn  o, 

qui  se  décompose  en 


et 


(cOSa  4-  COSS  4-  COSY-h  l)  t=:  G 


r)2 

—  (ces  a  -H  cos^  +  ces  Y  —  l)  =:  o. 


2.  On  donne  deux  droites  non  situées  dans  un  même 
plan;  on  fait  passer  par  ces  droites  un  paraboloïde  hyper- 
bolique; écrire  U équation  de  cette  surface. 

(  Agrégation.  —  Énoncé  partiel;   1862.) 

Prenons  comme  axe  des  x  la  perpendiculaire  commune 
aux  deux  droites;  puis,  plaçant  l'origine  en  son  milieu,  pre- 
nons comme  axe  des  z  une  droite  également  inclinée  sur  les 
deux  droites  données,  et  comme  axe  des  j' la  perpendiculaire 
en  O au  plan  zOx. 

Les  équations  des  deux  droites  seront  dès  lors 

(     X  —  a  =  o, 
(  -  —  ^7  =  0, 

i     a-  -h  a  =  o, 
(CD)  . 

{  ;;  -+-  aj  =  o. 

Soit 

Ix  -+-  m  y  -h  n^  =  o 

l'équation  du   plan   directeur   du    paraboloïde.    Une    droite 


iH 
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quelconque  s'appuyant   sur  les  deux  droites  données  a  pour 
équations 

(  V  (  a;  4-  «)  -+-  -^  ( ^  —  a  j )  =  o  ; 


(>) 


elle  doit  être  parallèle  au  plan  directeur;  il  faut  donc  que 
l'on  ait  entre  les  paramètres  variables  la  relation 


(2) 


-  a  [j.       [x 
m         n 


o, 


et  l'élimination  de  a,  [x,  v  et  7:  entre  les  équations  (1)  et  (2) 
donne  l'équation  de  la  surface  cherchée. 
Des  deux  premières  on  lire 


X       ij. 

—  xy       a  —  jo 


-  (  j;  H-  «  ) 

ces  valeurs,  substituées  dans  la  troisième,  donnent 

—  ilfj\a  —  x)  {a  -^-  œ) 

—  n[{z  —  ^y){x-^a)^  {z  +  :Ly)(a  —  x)'] 

—-  nrj.[{a  -^ x)  {z  —  (i.y )  -^  {x  —  a)  {z  -\-  cLy)]  —  o, 

c'est-à-dire 

^[(^{x^—  a"')  —m[{z  —  a.y)  [x  +  a)~{Z'\-a.y){a  —  x)] 

—  n(x.\{x-\~a)  {z  —  tuy)  ^  {x  —  a){z  -\- a.y)]^o, 

qui  prend  la  forme  définitive 

ih.{x-  —  a})  -f-  2m{a.xy  —  az)  -^2nix{zx  —  aaj)=:o. 
C'est  l'équation  du  lieu. 


3.  On  donne  V équation  d'un  ellipsoïde  l'apporté  à  ses 
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axes;  on  demande  l'équation  d'un  hyperboloïde  ayant  les 
mêmes  axes  et  tel  que  deux  mêmes  sections  principales 
de  ces  surfaces  aient  mêmes  foyers. 

{École  Polytechnique .  —  Examen  oral;  admission.  1890.  t 

L'équation  d'un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes  est 

x^       y-       z' 
a-       0^       c- 

L'équation    d  un    hyperboloïde    ayant   mêmes   directions 
d'axes  est 

x^       Y*       z- 

*         P         T 

Supposons  que  les  sections  principales  considérées  soient 
celles  qui  se  trouvent  dans  les  plans  xOy  et  zOx. 
Leurs  équations  respectives  sont,  dans  ces  plans, 

x^       y-         

a-        b^ 

^-^  =  1-0. 

et  ces  deux  ellipses  étant  homofocales,  on  doit  avoir 

a^  ^  a^  +  X, 

\  désignant  un  paramètre  variable. 

D'autre  part,  les  sections  des  deux  surfaces  par  le  plan  zOx 
sont 

X-       z- 

— îH ;  —  1=0. 

a*       c- 

X-         -2*  _^     

a*        Y*  * 
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el  pour  que  l'ellipse  et  l'hyperbole  ainsi  déterminées  soiciil 
homofocales,  il  faudra  que  l'on  ait  de  même 

y}  ■=  a-  +  a, 

[X  désignant  un  nouveau  paramètre. 

Si  nous  comparons  ces  relations  aux  premières,  nous  en 
tirons  immédiatement 

X  =  a, 

et,  par  conséquent,  l'équation  de  l'hyperboloïde  devient 

x^  y-  z-  

a-  H-  X       b'-i-l       À  —  c'^         ~" 

On  voit  qu'il  existe  une  infinité  d'hyperboloïdes  remplis- 
sant la  condition  de  l'énoncé. 

i.  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  ;  dans  le  plan  des 
xy  un  cercle  tangent  en  O  à  Oy. 

Trouver  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  s'ap- 
puie sur  l'axe  des  z  et  sur  le  cercle  de  telle  façon  que, 
A  et  B  désignant  les  points  de  rencontre  de  la  droite  mo- 
bile avec  le  cercle  et  Os,  on  ait 

OA  =  OB. 

Soit  r  le  rayon  du  cercle  G.  Désignons  par  p  la  longueur 
OA  {^fig.  Il),  par  0)  l'angle  KO  x  l'équation  de  ce  cercle  sera 

x--^y^  —  2  rx  rr  o, 
ou  bien 

(l)  p  —  2r  COSO)  :=  o. 

Les  équations  de  la  droite  AB,  intersection  des  plans  qui 
la  projettent  sur  les  plans  des  coordonnées  xOy  et  zOx 
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sont 

(3) 


<  p  ces  OJ         p 
(  7  r=  jr  tangw, 


à  condition  que  l'on  ait 


Il  suHît  donc  d'éliminer  u  et  p  entre  les  équations  (i)  et  (2) 
pour  avoir  l'équation  de  la  surface  cherchée. 
On  a  successivement 


|)U1S 

et 


œ  -f-  .GCOSW  —  p  COStO  =:  G, 
X  —  .;  CCS  co  —  2  /•  COS^  0)  =1  o 


^  COStO  r= 

Il      _  ^^'--^y^ 


On  a  donc  finalement 


z.T  n  r  .-r' 


c'est-à-dire 


\Jx^-^y-        -^'  +  7' 


=:  O. 


.r-[2/-^— (a;-H-j«)]î— s2a?-(.cî-4-j»). 
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qui  se  décompose  en 

^-=:  o 
et 

équation  d'une  surface  du  quatrième  ordre. 

S.  Par  un  point  fixe  O  on  mène  une  droite  mobile  OM  et 
Von  prend  une  série  de  points  dans  l'espace;  de  chacun  de 
ces  points  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  droite  : 
soit  r  la   longueur  de  cette  perpendiculaire.  Sur  OM,  à 

k 

partir  du  point  O,  on  porte  une  longueur  OM  =    ■ -,  on 

\J^  l'- 
obtient ainsi  un  point  M  dont  on  demande  le  lieu  géomé- 
trique. 

{Ecole  Polytechnique.  — Examen  oral;  admissibilité.  1890.) 

Prenons  le  point  fixe  O  comme  origine  et  trois  plans  rec- 
tangulaires passant  en  O  comme  plans  de  coordonnées. 
La  droite  mobile  OM  a  pour  équations 

(.)  -=!=-' 

a         P        Y 

a,  [î,  Y  désignant  ses  cosinus  directeurs. 
Soient 

Ai(aièiCi),         A.{aibo^Ci),  ...,         X„{a„b„c„) 

les  points  de  l'espace  dont  il  s'agit. 

La  distance  de  l'un  de  ces  points  Aa  à  la  droite  a  pour  ex- 
pression 

a- 4-  [3-+  Y" 
et,  par  suite, 

2  -2  —  V  \'^' ^  (^' -+- y"]  («1  +  bl-hcl)  —  [oLa/,+  'fibj,-hyc,,.Y- 


1 
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qui  peut  s'écrire 

d'autre  part,  si  (^,j>',  ^)  sont  les  coordonnées  du  point  M  du 

lieu,  on  a 

,        ,        ^'- 
•^  il/-* 

en  vertu  de  renoncé,  c'est-à-dire 

X' -h  ,^"H~  Y"      *■■ 

et,  pour  avoir  le  lieu  du  point  M,  il  sufiit  d'éliminer  a.  3-  7 
entre  cette  équation  et  les  équations  (i). 
Il  vient  ainsi 

Le  lieu  du  point  M  est  donc  une  surface  du  second  degré. 
6.  On  donne  une  surface  du  second  ordre 

Pl  une  droite 


P  Y       ' 

trouver  l'équation  d'un  plan    tangent    mené  par  cette 
droite  à  la  surface. 

Trouver  les  équations  de  la  corde  des  contacts. 

L'équation  du  plan  tangent  au  point  (^,^',  z)  est 

x/;-i-Y/;4-zy:'-i-T/;  =  o. 

Ce  pian  passera  par  la  droite  (a)  si  son  équation  est  véri- 
fiée par  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  droite, 
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c'est-à-dire,  si  celte  équation  dans  laquelle  on  remplace  les 
coordonnées  courantes  par  celles  d'un  point  quelconque  de 
la  droite,  devient  une  identité.  Les  équations  (2)  donnent 

1  désignant  un  paramètre  arbitraire  ;  le  résultat  de  la  substi- 
tution 

•^0/^  -h  /o/;  +  -0/;  +  T/;  H-  X  [a/^  +  [3/;  -\-  y/:  ]  =  o 

doit  donc  être  indépendant  de  a,  ce  qui  exige 

^o/x  ^-  Jo  /;  -t-  -  o/c  +  T/;  r^  O ,      • 

La  première  de  ces  équations  est  le  plan  polaire  du  point 
(^0)^0?  ^0)  psiï"  rapport  à  la  surface  f(a:,y,z)=o;  la  se- 
conde, celle  du  plan  diamétral  conjugué  de  la  direction  de  la 
droite  donnée.  Les  points  de  contact  se  trouvent  donc  à  l'in- 
tersection de  la  surface 

/{x,y,:.)=o, 

avec  la  droite  représentée  par  les  équations 

c'est  la  droite  des  contacts. 
7.  On  donne  un  ellipsoïde 

_^2  yi     ^      ^2     ^ 

a-        b'-    '    c- 
et  une  droite 

X  —  ^0         'V  —  Vn        z  —  z^ 

T 
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On  considère  une  droite  tangente  à  Cellipsoïde,  nor- 
male à  la  droite,  et  la  rencontrant  ;  lieu  du  point  de 
contact. 

(^École  Polytechnique.  —  Examen  oral  ;  admission.  i8yo.  ) 

Soient  M  (fig-  12),  un  des  points  de  contact  satisfaisant  à 
renoncé,  et  D  la  droite  donnée. 

La  tangente  MT  en  M  est  contenue  dans  le  plan  tangent 


Fi: 


/ 


P,  et  cette  tangente  Mi  rencontrera  D  et  lui  sera  normale, 
si  D  est  perpendiculaire  au  plan  P.  Une  tangente  en  M  satis- 
faisant à  l'énoncé  n'est  donc  autre  chose  que  l'intersection  du 
plan  langent  en  M,  et  du  plan  perpendiculaire  à  ce  dernier 
mené  par  M  et  la  droite  D;  c'est  ce  que  nous  allons  exprimer. 
Le  plan  tangent  en  un  point  M(^,  t;,  t)  à  l'ellipsoïde  a  pour 
équation 


n 


b* 


--1  =  0; 


un  plan  quelconque  passant  par  la  droite  D  sera 

^(X-^o)  — ^^CY— 7„)-hO[-;    V         r„)-S(Z-ro)]=<', 
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0    représentant   un  paramètre   variable ,  et  U  faut  écrire  (jue 
ce  plan  passe  en  M,  ce  qui  détermine  0  par  la  relation 

M^  — -^o)  — '/ (-1  —  Vp )  +  0 [t (t,  —  Jo)  —  fi (  ^  —  >So)]  =  o. 

Tj'équation  d'un  plan  passant  en  M  et  par  D  sera  donc 

[f.(X-.ro)-a(Y-jo)][Y('^-Jo,)-p(Ç-^o)] 

-[S(;  — ^oj— '^(-^— Jo)][y(Y— jo)-ri(Z--o)]  =  o 

qui,  développée,  s'écrit 

+  fi[&(;  — ^-o)—  «(rj  — 7o)]>^+  . .  .  —  o, 

et,  pour  que  ce  plan  soit  perpendiculaire  au  plan  tangent,  il 
tant  que  l'on  ait 

p|-Jy('i-Jo)-S(^-..o)l  +  p^[a(C-^-o)-7(;-^o)] 

l 

+  r5^2[|^(^  — -î^o)  — a(r|— /o)]  =  o. 
Calculs  effectués,  il  vient 

(2)     \ 

I  ,    P-n— Y.ror    ,    v.ro— aso  aXo— |5>2^ov 

H in 71 '1 -! r — ^"-o, 

\  a-  0^  ^  c^ 

équation  qui  représente  une  surface  du  second  ordre  passant 
par  l'origine  des  coordonnées. 

Le  lieu  du  point  M  sera  la  courbe  d'intersection  de  l'ellip- 
soïde (i)  avec  la  surface  représentée  par  l'équation  (2). 

8.  On  donne  un  ellipsoïde  rapporLé  à  son  centre  et  à  ses 
axes  et  une  tangente  à  la  surface  au  sommet  situé  sur  la 
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partie  positive  de  OZ  :  mener  des  tangentes  à  V ellipsoïde 
perpendiculaires  à  la  tangente  donnée  en  an  point  donné. 

Soit 

a-        b'-    '    c- 

1  équation  de  rellipsoïde. 

Les  équations  de  la  tangente  donnée  sont 

l       z  —  c  =  o, 

\  .)  —  "^  =^  o, 

et  les  coordonnées  du  point  donné  de  cette  droite  seront 

oC  =  a,  V  =  dx,         z  ^:i  c. 

Les  tangentes  dont  on  demande  l'équation  sont  à  linter- 
section  du  plan  mené  par  le  point  P  perpendiculairement  à 
la  droite  donnée,  avec  le  cône  circonscrit  à  l'ellipsoïde  à  partir 
de  ce  même  point. 

L'équation  du  plan  s'écrit 

(3)  7  — f/x-i-  ^i^.— a)=:o; 

et  celle  du  cône  circonscrit 

d'-\  f.r'        y 

(4) 


h\^-^^^JU7--6^-^^-' 


rtx        dy.v         z  ,- 

a'~^     b-    ~^  c-  ' 

Ces  deux  équations  associées  définissent  les  droites  cher- 
chées. 

Remarques.  —  (a)  Si  l'on  suppose  que  le  point  P  se  déplace 
sur  la  tangente  fixe,  le  lieu  des  droites  de  l'énoncé  est  une 
surface  conoïde,  dont  l'équation,    obtenue  en  éliminant   le 
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païamètre  a  entre  les  équations  (3)  et  (4)  sera 

I         fi''\  fœ-{-dy\-  /x-        y- 


(5)  -  +  F'         -TTT  -  +  'ir;  +  -  -  1 

^    '  ^  a-       b'  j  \  \ -\- cl-   1    \a-        b'       c- 


V  /ce  -hdy\  f  X       dv\         z  I2 


[b)  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées 
conformément  à  l'énoncé  est  une  courbe  gauche,  intersection 
de  l'ellipsoïde  donné  avec  la  surface  conoïde  que  nous  venons 
d'obtenir,  ou,  plus  simplement,  avec  le  paraboloïde  hyper- 
bolique 

X  +  dvX  f  X        dv 


i  ~h  d-  )  \a-         b"'  )        c 
9.  Étant  donnée  U équation  d'un  ellipsoïde 


x'-        y-        z'- 
a^       b^       c^ 


on  demande  : 


i"  Les  équations  de  la  normale  au  point  (oc,  jS,  y); 
2"  Les  coordonnées  du  second  point  d^  intersection  de  la 
normale  avec  la  surface. 

{École  Polytechnique.  —  Admissibilité;  1890.) 

i"  Les  équations  de  la  normale  au  point  de  coordonnées 
(a,  ^,  y)  sont 

X  —  a y  —  [5 z  —  Y 


a 
a- 

6 
b' 

V 

c- 

ou 

(0 

a'ix  —  r) 
a 

= 

6-1 

_cHz-^) 

r 

et  comme  le  point  est  sur  la  surface,  on  a  l'équation  de  cou- 
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dition 


a*       b-   '    c- 


2)  -::-i-  —  —-;  —  !=:  G. 


2"  Les  équations  (i)  nous  donnent 


73 


13)  {y  =  ^^n 


c- 

pour  équations  de  la  normale,  p  désignant  la  distance  du 
point  M  {X,y,  z)  au  point  P  (a,  P,  y),  et  par  conséquent 
nous  aurons  les  valeurs  de  p  correspondant  aux  points  d'in- 
tersection de  la  surface  et  de  la  droite  en  remplaçant  {a:,yjZ) 
dans  l'équation  de  cette  surface  par  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  (3). 
On  trouve  ainsi 


^-^^  (^-%y  (-'-^v 


-\ ; 1=0, 


a*  b' 

ou,  en  développant  et  tenant  compte  de  la  relation  (2), 

équation  qui  donne  les  valeurs  de  p  correspondant  aux  points 
d'intersection  de  Tellipsoïde  et  de  la  normale. 

L'une  de  ces  valeurs,  p  =  o,  donne  le  pied  de  la  normale 

L'autre  valeur  de  p 

f  x'-         S«         vî  \ 


P  —               jS          c» 

.,î 

â^'^  F''' 

"  c* 

K.  - 

-  Ex.  de  Géoin.  anal.,  II. 
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donne  pour  coordonnées  du  second  point  d'intersection 


y 


PaVi  2 


a*  Va^       6- 


ya*  /  I         2  \        yP^  /  I         2 

en  fonction  des  coordonnées  (a,  [3,  y)  du  pied  de  la  normale. 

10.  Lieu  des  sommets  des  cônes  passant  par  une  ellipse 
donnée,  et  coupant  un  plan  donné  suivant  une  hyperbole 
équilatère . 

{Bourses  de  Licence.   —  1884.) 

Prenons  comme  axes   des  x  et  des  y  les  axes  de  l'ellipse 
et  pour  axe  des  z  une  verticale  passant  par  son  centre. 
Les  équations  de  l'ellipse  donnée  seront  alors 

{  x^        y^ 
l  a-        o^ 


Soient  (a,  (3,  y)  les  coordonnées  du  sommet  d'un  des  cônes 
répondant  à  l'énoncé;  une  quelconque  de  ses  génératrices 
aura  pour  équations 


a:  = 

a-f- 

A\ 

14- 

X 

.r^  + 

XY 

j 

1  + 

1 

.T  + 

xz 

A  étant  un  paramètre  variable;  et,  cette  génératrice  devant 
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s'appuyer  sur  l'ellipse,  les  équations 

'  ^-s ^ !-  . ^^  —  I  ^  o, 

V  -f-  À  Z  =  o 

devront  être  vérifiées  simultanément. 

L'équation   générale   des   cônes  de   l'énoncé    s'obtiendra 
donc  en  éliminant  a  entre  ces  deux  équations,  ce  qui  donne 


X-         r-  . 

a-        b-  ' 

Soit  maintenant 

(2)  Ix -\- niy -t- nz -k- p  ^=0 

le  plan  fixe  que  tous  ces  cônes  doivent  couper  suivant  une 
hvperbole  équilatère. 

Tout  plan  parallèle  au  plan  (2)  qui  passerait  au  sommet 
du  cône  le  couperait  suivant  un  système  de  deux  droites 
rectangulaires. 

Un  cône  parallèle  au  premier,  et  ayant  son  sommet  à  l'ori- 
gine, aurait  pour  équation 

le  plan  parallèle  au  plan  fixe  mené  par  l'origine  aurait  de 
même  pour  équation 

Ix  -i-  m  Y  -\-  nz  =:o, 

et  il  suffit  d'exprimer  que  ces  deux  nouvelles  surfaces  se 
coupent  suivant  deux  droites  rectangulaires  pour  avoir  satisfait 
à  l'énoncé. 
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Or  un  cône 

XX--+-  AV+  A."z-+  ■ipyz-^-2p'zx^  ib"xy  —  f{x,y,z)  —  o 

et  un  plan 

\x  -^  <j.y  +  V  5  =:  o 

se  coupent  suivant  un  système  de  deux  droites  rectangulaires 
si  l'on  a 

(3)  /(X,a,v)-(A+A'  +  A")(P+a^+v'')=o; 

et,  en  appliquant  cette  relation,  on  trouve 

,  /'  /-        m-  \        /  a^        3^         \     ,       2  Y  S  2  Y  5c  - 

'    \a^         b'J        \a^       fr        J  a-  a- 

équation  qui  lie  les  coordonnées  du  sommet  de  ces  divers 
cônes  et  qui  est  par  suite  l'équation  du  lieu  cherché. 

Simplifiant  et  remplaçant  (a,  g,  y)  P^r  {^ly-i  ^)i  l'équa- 
tion devient 


(4)     {l'+'n^)(^.^Ti 


ni'  -\-  IV 


h^  J       \      a'  b^ 

'i  nin  7.  In  ,,  „  ^ 

-—^yz--—  zx-(^l^+ni')  =  o. 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  l'énoncé  est  donc  une 
surface  du  second  ordre,  qui  contient,  comme  il  est  aisé  de 
s'en  rendre  compte, l'ellipse  primitive 

/  x^        v^ 
l  a^        b^ 


Nota.  —  Nous  l'appellerons  ici  brièvement  la  démonstra- 
tion de  la  formule  (3)  qui  nous  a  servi  à  exprimer  que  deux 
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droites  représentées  par  rintersection  du  cône 

Ps.x^- - k'Y---Vz'- -^  l'Byz-T-i^'zx  -^i^'xy  =/{x,y,z.)  =  o 

et  du  plan 

X  X  -h-  ^J  -r-  V  ^  =  o 

sont  rectangulaires. 

Un  cône  dont  l'équation  est 

Ax^-—  Vy-  —  A"^*  -h  2  Byz  -^  2  B'zx  -H  2  B'jTj 

-t-(Xj7  h-  \>-Y  -t-  vz)  {Ix  -î-  my  ~  nz  \  =o, 

où  /,  m  et  n  sont  arbitraires,  contient  évidemment  les  deux 
droites  données. 

Il  contiendra  la  normale  au  plan 

AO^-i-u.')'  —  V.;  =no. 
si  Ton  a 

f  y  À,  a,  V  )  —  (  À-  -+-  |x-  -r-  V-  j  (  /À  -i-  m  {1.  ^  «  V  j  =  <  > , 

et  les  deux  droites  seront  rectangulaires  si  ce  cône  est  capable 
d'un  trièdre  trirectangle,  ce  qui  exige 

A  -t- A'h-  A"-i-  />.  -!-/7ia  -i-  «v=  o. 
L'élimination  de 

/À  -f-  /W'JL  -i-  /l  V 

entre  ces  deux  dernières  équations  donne  la  formule  (3) 

/^/,a,v)  — (A-^A'  +  A'^KX^-F-îx^-hv^^^o      r  ). 

1 1 .  On  donne  dans  un  plan  deux  ellipses  avant  leurs 
axes  dirigés  suivant  les  mêmes  droites;  on  considère  deux 
cônes  égaux  ayant  respectivement  pour  directrices  les 
ellipses  données.  Lieu  des  sommets  de  ces  cônes. 

{Concours  général.  —  1870.) 


(•)  Cette  démonstration  est  extraite  presque  textuellement  du  Cours  dt 
Géométrie  analytique  de  notre  Maître  regretté,  M.  Vazeille. 
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Prenons  comme  origine  le  centre  commun  des  deux  ellipses  ; 
pour  axes  des  x  et  des  j^  leurs  directions  d'axes,  et  pour  axe 
des  z  la  perpendiculaire  en  leur  centre  au  plan  des  xy. 

Leurs  équations  sont  alors 

(0  S+f-^==^' 


(2) 


X 


a.' 


L'équation  d'un  cône  ayant  pour  sommet  un  point  (;,rpC) 
et  pour  directrice  la  conique  (i)  aura  pour  équation  (Voir, 
Chap.  TT,  Surfaces  coniques)^ 

b-   ■^  a- 


De  même  celle  du  second  cône  est, 

(4) 


7-r  y^ -■  xz—  iX,z—X,^—o. 

Soient  5,  y,  Vies  racines  de  l'équation  en  S  du  premier 
cône,  a,  a',  a"  les  racines  de  l'équation  en  S  du  second  cône; 
les  deux  surfaces  seront  identiques  si  l'on  a 

.ç        .9'        s" 


(6) 


Formons  l'équation  en  S  du  premier  cône 


+  ^■^■^"■^■'^"+V-(af+b')\'i+^,::.^. 
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L'équation  en  S  du  second  cône  s'obtient  en  changeant 
a  el  b  en  X  el  ^  dans  celte  dernière  équation. 

Soit  X  la  valeur  commune  des  trois  rapports  (5);  on  a 

s  _  s' s" s-\-s'  -^s" ,  s  m'  ^  s  s' s" 

On  peut  donc  écrire 


':) 


b^    '   ^   \  a'-  ^  b- 


^  '1"  y^  (     ^  J 


,2C.S 


?1. 

«2 

^) 

—  I 

— 

,/  a^S* 

—  a-  - 

—  I 

-3* 

\a-b-^ 

Éliminons  a  entre  ces  équations,  il  vient 

(•o)  -t; — : =^{   ■ZTTJi)    =^> 

Le  lieu  est  donc  une  courbe  gauche,  les  équations  précé- 
dentes peuvent  s'écrire 
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L'équation  (lo)  est  celle  d'une  surface  du  second  ordre 
a^ant  pour  centre  le  centre  commun  des  ellipses,  et  pour 
plans  principaux  les  plans  de  coordonnées. 

L'équation  (i  i)  représente  une  sphère  ayant  également  son 
centre  à  l'origine;  le  lieu  demandé  est  donc  l'intersection 
d'une  surface  du  second  degré  par  une  sphère  concentrique. 

12.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  représentées 
par  l' équation 

(i)     x^^ y-  —  z^ -\'  "i-pyz  +  iqzx  —  lax  —  "^hy  —  icz^=zo 

{a^  b,  c  étant  des  paramètres  positifs  donnés,  p  et  q  des 
paramètres  variables)  : 

i"  Lorsque  p  et  q  varient  de  toutes  les  façons  possibles; 
a"  Lorsque  p  et  q   varient  de  manière  que  V équation 
représente  un  cône. 

{École  Polytechnique .  —  Enoncé  partiel.  18G2.) 

Les  équations  qui  donnent  les  coordonnées  du  centre  de 
l'une  des  surfaces  de  l'énoncé,  sont 

/;=  x-^qz-a  =0, 
fj=  y-\-pz—b  —o, 
jl^px  +  qy  —  z  —  c~o 

et  le  lieu  des  centres,  dans  le  cas  le  plus  général,  s'obtient  en 
éliminant  entre  ces  équations  les  paramètres  variables  p  et  q. 
Ces  équations,  rendues  homogènes  au  moyen  d'un  nouveau 
paramètre  r,  deviennent 

qz  -^  r  {x  —  a):—  0, 

pz-V'r{y  —  b)  =  o, 

py-h  qx— r{z -+■  c)  =  0 
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et  l'éliminant  est 


o 


7 


jz 

X  —  a 

o 

y-^ 

X 

-i^z-c) 

o, 


qui,  développé,  s'écrit 

z{x  {x  —  a)  -\-  y  {y  —  h)  '\-  z  {z  ^  c)\  —  o. 
C'est  l'équation  du  lieu  qui  se  décompose  en 


i5H 


x{x  —  «)-+-/(/  —  Z/)-i--3(-;-f-c)=:o; 

cette  dernière  équation  représente  une  sphère  passant  à  l'ori- 
gine des  coordonnées,  dont  le  centre  a  pour  coordonnées 


et  dont  le  ravon  est 


R 


a 

b 

c 

—  ■) 

et 

2 

2 

2 

V 


V+A'-hc'" 


Pour  que  l'équation  (i)  représente  des  cônes,  il  faut  que 
le  discriminant  H  =  o  de  l'équation  (i)  rendue  homogène 
par  l'introduction  d'une  variable  arbitraire  t  soit  nul,  c'est- 
à-dire 


H=: 


I  o  q  —  a 

o  I  p  —  b 

7  p  ~x  —c 

a  —  b  —  c  o 


qui,  développé,  donne  la  relation 

a}-^b^ —  c- —  {aq  —  bp)- -^  2  c  {aq  -\- bp)  =  o. 
Si  l'on  tient  compte  de  cette  relation  entre  p  et  <jr,  l'équa- 
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tion  (i)  devient,  en  effectuant  la  décomposition  en  carrés, 

(2)     {x  +  q  z  —  af  -^  {y  +  p  z  —  bY  —  {p''  +  q''  -^  \)  z'^—  o, 
le  terme  constant  de  la  décomposition 

H 


1  +  p-  -4-  q' 

étant  nul  d'après  la  remarque  précédente. 

Les  sommets  de  ces  cônes  sont  donnés  par  les  valeurs  de 
x^  y  et  z  qui  vérifient  à  la  fois  les  équations 

œ  -1-  qz  —  a  r=  o, 
y-^pz  —  b-=o, 

q  {x  +  q z  —  a)  -\- p  {y  +  pz  —  b)  —  {p' +  q' -^  i)  z  =  o. 

Celles-ci,  rendues  homogènes  par  l'introduction  d'une  va- 
riable auxiliaire,  s'écriront 

q .  z  -^  r  {x  —  a)  =0, 

/?.5  +  /-(r  —  6)=r  o, 

p  {y  —  b)  -r  q  {x  —  )  a  —  rz  =  0 

et  le  lieu  s'obtient  en  éliminant/?,  q,  r  entre  elles. 
L'éliminant  est  donc 


0 

z           X  —  a 

- 

0           y—b 

=  1 

y-b 

X  —  a          —  z 

qui,  développé,  devient 

z[z^+{y- 

by]-^z{x  —  ay- 

=  0 

ce  lieu  se  déco 

mpose  en 

et 


(x  —  a)'  -h  {y  —  by  -h  z-=  o. 
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Cette  dernière  équation  représente  une  sphère  évanouis- 
sante dont  le  centre  a  pour  coordonnées  a,  b  sur  le  plan  x  Oy. 

Le  lieu  des  centres  des  surfaces  représentées  par  l'équa- 
tion i^i)  et  qui  se  compose,  comme  nous  avons  vu,  d'un  plan 
et  d'une  sphère,  est  donc  tel  que  le  plan  ^Oj^est  précisément 
la  partie  du  lieu  qui  correspond  aux  cônes  du  système. 

13.  Lieu  des  sommets  des paraholoides  de  révolution  qui 
passent  par  une  conique  donnée  dans  le  plan  des  x)  . 

(École  Polytechnique.  —  Examen  oral;  admission.  1890.) 

Nous  prendrons  comme  origine  des  coordonnées  le  centre 
de  la  conique  dans  le  plan  des  xr.  Comme  axes  Ox  et  Or 
les  axes  de  cette  conique,  et  comme  axe  des  z,  une  perpen- 
diculaire en  O  au  plan  des  xj'. 

Les  équations  de  la  conique  seront 

a}x-  -h  b- y-  —  k  =  o, 

et  une  surface  du  second  degré  quelconque  aura  pour  équa- 
tion 

( li  )  'kx'--\-  l'y-  -i-  À"^-  -h  2  iLY^  -f-  2  a' zx 

-h  2  ^"xy  -r-  2  V  X  -h  2  v'j-  -h  1  ^" Z  -h  -  ^  O. 

Pour  qu'elle  passe  par  la  conique  (1),  il  faut  que  son  inter- 
section avec  xOy  se  réduise  à  l'équation  de  cette  conique. 
On  doit  donc  avoir  tout  d'abord 

\  =  a-.  À' =6*,  a"=o,  v  =  v'  =  o,  ::  =  K 

et  les  surfaces  du  second  ordre  remplissant  cette  première 
condition,  seront  de  la  forme 

(3)     a^x^^b^y^-^X'z'-h  2aj-  -h  2  a' -x -h  2  v"^  -i-  K  =  o. 

Pour  qu'une  telle  surface  soit  de  révolution,  il  faut,  puis- 


i5G 


II'   l'AUTIE. 
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(jue  l'un  des  rectangles  est  déjà  nul,  qu'il  y  en  ait  encore  au 
moins  un  nul.  Supposons,  par  exemple, 

y.  :=  O, 

il  faudra  de  plus,  dans  ce  cas,  que  la  condition 

(4)  (a^_z,2)(x"-è^)-[x'^  =  o 

soit  remplie. 

L'axe  de  révolution  ayant  alors  comme  équations 


ou 


Enfin,  la  surface  devant  être  un  paraboloïde,  son   centre- 
doit  être  rejeté  à  l'infini,  ce  qui  exige  la  condition 


D^ 


a- 

o 

[J. 

o 

b- 

o 

1^' 

o 

A" 

qui  s  écrit 


ou 

(5) 


a^b-y~b^lj.''-=<K 
a-X"— a'2— o. 
L'équation  générale  des  paraboloïdes  de  l'énoncé  sera  donc 

a- a;-  +  b-y-  -+-  V.z--  -+-  2  [jJza;  +  2  v"^  m-  K  =  o 

et  devient,  en  tenant  compte  des  relations  (4)  et  (5),  des- 
quelles on  tire 

r=b^—a''=c', 

ii'^=za\b-—a^)  =  a'-c\ 
et  posant  v"=  6, 

(6)  rt^a?-  +  b^y^-\~  c-z'^-i-  2acrz  -+-  2  0-3+  K  =  o, 

(jui  ne  contient  plus  qu'an  seul  paramètre  arbitraire. 
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Les  équations  de  l'axe  de  ces  paraboloïdes  sont 

Ces  axes  restent  donc  constamment  dans  le  plan  zOx  et 
le  lieu  des  sommets  s'obtiendra  par  l'élimination  de  6  entre 
les  équations  (6)  et  (-),  ce  qui  donne 

(8).*-^""''' 

I  c(a-x'^  b-y-  -^c'*'Z--r-'2acyz  -i-Kj  -^  ib-{ax — cz)z  ^  o. 

C'est  donc  la  courbe  d'intersection  du  plan  zOx  avec  la 
surlace  du  second  ordre 

c  [ a- x- -T-  b-y- -r-  ya-  ~  b-)  z-]  -r- 1 ac-yz  -{-  lab'^zx  -i-  cK=z  o. 

14.  Reconnaître  les  diverses  surfaces  représentées  par 
f  l'quation 

a{x--\-  -iyz)  -r-  b {y- ->r  1  zx)  +  c{z- -{-  ixy)  r=  i, 

et  démontrer  que  la  condition   nécessaire   et  suffisante 
pour  obtenir  une  surface  de  révolution  est 

I        I        I 
abc 

en  supposant  les  axes  des  coordonnées  rectangulaires. 

{École  Polytechnique.  —  i86i.) 

Léquation  des  surfaces  proposées  peut  s'écrire,  en  déve- 
loppant, 

i  :  )      ax^-^  l^y'^  cz^  +  iayz  h-  ibzx  +  icxy —  i  =  o, 

et  cette   équation    ne   contenant   aucun  terme   du   premier 
degré,  l'origine  sera  toujours  un  centre  de  la  surface. 
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L'équation  en  S,  de  ces  surfaces,  sera 

j  S3  —  ( a  H-  Z;  ^-  c )  S^  -  (  r/'-  H-  ^^2  -^  c'  —  6c  —  a6  ~-  ca  )  S 
I  -t-a^+ 6M- c^  —  3a6c=:o, 

qui  peut  s'écrire  en  remarquant  que 

«-+  b^  +  c'^ —  bc  —  ab  —  ca  =  i  b )   -h  y  (c  —  ay. 


'-h  6=*  +  c-*—  ?>abc  =.  {a  -\-  b  ^  c) 
et  posant 


4 

a  4-  r\-       3 


4^^- 


--«r] 


7  (c  — «)-=/.--, 


2     j        4 

S'—  (a  -H  ^;  +  c)  S^  — A--S  +  (r?  4-  6  +  c)  A'^^  o. 

Il  est  aisé  de  remarquer  que  cette  équation  admet  comme 
racines 

S  =  =n  A-         et         S  =  a  H-  6  H-  c. 

D'autre  part,  l'équation  (i)  ne  contenant  pas  de  termes  du 
premier  degré,  le  discriminant  H  de  la  forme  obtenue  en 
rendant  homogène  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  au 
moyen  d'une  variable  auxiliaire  t  aurait  pour  expression 

H  =  ix  A; 
donc 

H 

Â  =  '- 

L'équation  i-éduite  de  ces  surfaces  rapportées  à  leurs  plans 
pirincipaux  serait  donc  de  la  forme 

{a  -\-  b  +  c)  X- —  Arj^-t-  kz^ —  i  =o  ; 

si  donc  nous  supposons,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  général, 

a^b^c^o, 
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nous  voyons  que  les  surfaces  représentées  par  l'équation  i  i  ) 
seront  suivant  que 

a  -\-  b  -i-  c 

sera  ou  plus  grand  ou  plus  petit  que  zéro,  des  hyperboloïdes 
à  une  seule  nappe,  ou  à  deux  nappes,  et  que,  pour  le  cas 
particulier  où 

a  H-  6  -i-  c  =  0, 

elles  deviennent  des  cylindres  hvperboliques. 

\ous  avons  encore  à  étudier  le  cas  où  l'on  aurait  k  =  o  ; 

soil 

0 -H  T  (c  —  a)  =  O. 

2       /  4 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  lorsque 

a=^  b:=zc. 
Mais  alors  l'équation  réduite  devient  simplement 

3  a  a:-=  I, 

qui  représente  un  système  de  plans  parallèles,  réels  ou  ima- 
ginaires, suivant  que  a  est  positif  ou  négatif.  Enfin,  lorsque 

a>b>c>o, 

l'équation  représente  des  hyperboloïdes,  et  ces  hyperbo- 
loïdes sont  de  révolution  toutes  les  fois  que  l'on  a 

a~b-i-c=z:izk 
ou 

(a  -H  6  -i-c)*  =  a-4-  6--i-  C-  —  a6  —  bc  —  ac, 

qui  se  réduit  à 

ab  -h  bc  -i-  ca  =  o 
ou 

I         I         I 
abc 
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(^c  rébulLat  peut  s'obtenir  d'une  façon  toute  dillérenle, 
et  directement  en  considérant  l'équation  primitive 

(i)      ax^ -X-  by'^-\-  cz'-\-  2ayz  +  2bzcc  ■+•  icœy  —  i  =  o. 

Si  tout  d'abord  l'on  suppose  l'une  des  quantités  a,  boa  c 
nulle,  il  faut  nécessairement,  pour  que  la  surface  soit  de 
révolution,  que  l'une  des  autres  le  soit.  Supposons  par 
exemple 

Z*  =  Cr=0, 

les  surfaces  se  réduisent  alors  à 

ax-  -{-  lay z  —  i  =  o, 
et  la  condition  générale  de  révolution 

(,V-A)(.\"-A)  — Bî=:o 

devenant  ici  à 

a-  —  ce  r=  o 

est  par  suite  toujours  vérifiée.  Les  surfaces  sont  dans  ce 
cas  des  hyperboloïdes  de  révolution  et  deviennent  des  cônes 
pour  a  infini. 

L'axe  de  révolution  a  pour  équation  dans  ce  cas 


y-\-z  —  Q, 


droite  située  dans  le  plan  zOy  à  l'intersection  de  ce  plan  avec 
le  plan  bissecteur  du  second  dièdre  formé  par  les  plans  x  Oy 
(àVzOx. 

L'axe  de  révolution  est   donc   la   seconde    bissectrice  de 
l'angle  zOy. 

(Remarque.   —    Il  est  inutile  d'envisager  le    cas   où    les 
trois  rectangles  seraient  nuls  dans  l'équation  (ij,   car  alors 
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elle  se  réduirait  à 


c'esl-à-dire  à  uue  impossibilité). 
Supposons  maintenant 


'<c<- 


Dans  ce  cas,  la  condition  de  révolution 


B'B" 


V 


H^B 


se  réduit  à 
(3) 


V  — 

c 


BB' 


relations  qui  donnent  naissance  aux  suivantes  : 

(b-a)(h-r-a) 

a  —  //  ; 


b  —  c  =:a 


ih 

1  c 

— 

b 

)  ic 

-T- 

b\ 

br 

(a 

— 

-  c 

1 

et  comme 


b  — 


sont  différents  de  zéro,  ces  trois  relations  se  réduisent  à  la 
relation  unique 

ab  -h  bc  -\-  ca  z=z  o , 

qui,  en  divisant  par  abCj  s'écrit 


Si  deux  des  quaiiUlés  a,  b^  c  n'étant  pas  nulles  sont 
égales  entre  elles,  on  ne  peut  plus  opérer  de  cette  façon. 
Ilxaminons  le  cas  où  b  =  c  tout  en  restant  différent  de  a;  il 

II.  —  Ex.  de  Géom.  anal.,  II.  ii 
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est  aisé  de  voir  que  dans  ces  conditions  les  équations  (3) 
se  réduisent  à 

a ^=i  b  —  a, 

a 

ce  qui  nous  donne 

h  ^=zc  ^^  —  ia 

et,  dans  ce  cas  encore,  la  condition 
III 


-  +  7-  H-  -  =o 
abc 


se  réduit  à  une  identité. 
Revenant  au  cas  où 


«^  O^c^o, 


on   trouve  pour  Taxe  de  révolution 

ax-  z=:  b  y  ::=  c  z, 

l'équation  (  i  )  ne  possédant  pas  de  termes  du  premier  degré. 

15.  x,y  et  z  représentant  des  coordonnées  rectangulaires 
et  m  un  paramètre  variable,  on  demande  de  déterminer 
les  diverses  surfaces  que  peut  représenter  l'équation 

(l)  oc--\-{'^.m--Jf-\){Y'^  +  z^) 

—  2  {jTY  -\- yz  -\-  zx)  =  2/?/-  —  3  /«  +  I , 

m  variant  de  —  ce  à  +  oc. 

{Ecole  Polytechnique.  —  i858.) 

Il  existe  plusieurs  méthodes  pour  résoudre  ce  problème, 
nous  emploierons  ici  l'équation  en  S  qui  permet  de  mener 
le  calcul  jusqu'au  bout,  avec  beaucoup  de  simplicité  et  d'é- 
légance. 

L'équation  en  S  des  surfaces  représentées  par  l'équation  (1) 
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est 

(2)        S'  —  ( 4 m-  +  3 )  S*  -h  4  'fi-  (  /«'  ^  -2  )  S 

—  4  (  /«'  -{-l)(m  -h  l)(m  —  I  j  :=  O. 

On  peut  remarquer,  tout  d  abord,  que,  quelle  que  soit  la 
valeur  du  paramètre  m,  un  seul  des  coefficients  de  cette 
équation  peut  changer  de  signe,  c'est  le  dernier, 

4  (m* -h  i){m  -hi){m  —  i), 

qui  reste  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  m  comprises  entre 
—  X  et  —  I  et  entre  -h  i  et  -h  x  et  devient  négatif  pour  les 
valeurs  de  m  comprises  entre  —  i  et  +  i . 

D'autre  part,  le  calcul  du  discriminant  donne  aussi 

A  =  4(w-+i)(m  +  i)(m  — i). 

Si  l'on  rapporte  une  surface  à  ses  plans  principaux,  son 
équation  prend  la  forme  (dans  le  cas  des  surfaces  à  centre) 

S,j:-'+S,,v'-1-S3:;-4-  "7  =  0, 

il  faut  donc  aussi  calculer  —  • 

L'équation  de  ces  surfaces  n'ayant  pas  de  termes  du  pre- 
mier degré,  on  peut  en  conclure,  d'une  part,  que  toutes  les 
surfaces  représentées  par  l'équation  ont  un  centre  à  l'origine 

des  coordonnées;  et,  d'autre  pari,—  a  pour  valeur  le  terme 

constant  de  l'équation  (i),  c'est-à-dire 


H  ♦      o 

—  =  2  //?-  —  5 m  -h  I  rz:  2 


{"'-'){"'-d' 


II 

—  reste  donc  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  m  comprises 


I 


cuire  —  X  et  -  et  entre  i   et  +  oc,  il  devient  négatif  pour 
toutes  les  valeurs  de  //*  comprises  entre  -  et   i . 
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Enfin,  les  surfaces  représentées  par  l'équation  (f)  seront 
des  cônes  pour  les  valeurs  de  m  qui  annulent  H  sans  annuler 

une  des  racines  de  l'équalion  en  S,  c'est-à-dire  pour  m  =  -• 

Le  Tableau  suivant  indique  en  regard  des  valeurs  du  para- 
mètre arbitraire  m,  les  signes  des  racines  de  l'équation  en  S 

et  de  — ••    Les    signes   des    racines  de    l'équation    en   S  sont 

obtenus  en  appliquant  la  règle  de  Descartes,  qui  donne 
exactement  le  nombre  des  racines  positives  ou  négatives 
de  l'équation,  puisqu'elle  a  toutes  ses  racines  réelles. 


m 

—  oo  .  .  . 

—  I 

—  I 

'  '  '    2 

1 
2 

I 

—  ...  I 

2 

• 

I  . ..  +  ^J-- 

Signes    des 

1  racine 

I  racine 

racines  de 

nulle. 

nulle. 

l'équation 

en  S 

-h    -1- 

-1- 

^-    ^- 

-+-    -f- 

— 

+ 

-t 

-f-   H 

•4-      -r 

-+-  +  + 

hignc-s  de  — • 

+ 

+ 

0 

- 

o 

-;- 

On  conclut  immédiatement  de  l'inspection  de  ce  Tableau 
la  nature  des  surfaces  représentées  par  l'équation  (i). 

De  —  00  à  —  1 ,  l'équation  réduite  contenant  exclusivement 
des  termes  positifs,  représentera  des  ellipsoïdes  imaginaires. 

Pour  m= —  I,  on  a  un  cylindre  elliptique  réel,  car, 
pour  cette  valeur  de  m^  l'équalion  en  S  a  une  racine  nulle, 
et,  d'autre  part,  la  surface  représentée  par  l'équation  (i)  pour 
cette  valeur  de  m  a  une  ligne  de  centres  passant  |)ar  l'ori- 
rigine  des  coordonnées. 

Dans  l'intervalle  compris  entre  —  i  et  ->  l'équation  ré- 
duite aurait  trois  termes  positifs  pour  un  négatif. 

L'équation   (i)  représente  donc  des  hyperboloïdes  à   \\nc. 
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seule  nappe,  et  pour  m  =: ->  elle  représente  un  cône,  puisque 

l'équation  en  S  a  ses  trois  racines  réelles,  Tune  d'entre  elles 
étant  de  signe  contraire  aux  deux  autres,  en  même  temps 
que  H  devient  nul. 

De  m  =  -  à  m  =  I ,  l'équation  réduite  aurait  deux  ternies 

positifs  et  deux  négatifs.  L'équation  (  i  )  représente  alors  des  h\  - 

perboloïdes  à  deux  nappes,  le  cône  trouvé  pour  ni  =  -  forme  la 

transition  entre  ces  deux  genres  de  surfaces. 

Enfin,  pour  m  =  i,  l'équation  en  S  a  une  racine  nulle,  en 
même  temps  que  les  deux  autres  racines  sont  de  même  signe, 
et  que  H  et  A  sont  nuls,  la  surface  se  réduit  donc  à  un  sys- 
tème de  deux  plans  imaginaires  se  coupant  et  de  m  =  i  à 
//i  =  H-oc,  on  retrouve  encore  des  ellipsoïdes  imaginaires 
pour  les  raisons  qui  ont  déjà  été  indiquées. 

Il  est  intéressant,  pour  compléter  cette  étude,  de  recher- 
cher si  les  surfaces  représentées  par  l'équation  (i)  peuvent 
être  de  révolution  pour  une  valeur  déterminée  de  m,  et  quelle 
est  cette  valeur. 

Les  trois  rectangles  étant  différents  de  zéro,  la  condition 
de  révolution  est 

I  -H  I  =  2  m*  -f- 1  -H  1 , 
qui  donne 

/n  =z  G. 

Cette  valeur,  se  trouvant  comprise  dans  le  deuxième  inter- 
valle, il  existera  pour  la  valeur 


un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  seule  nappe,  dont   l'é- 
quation est 

x"'  4-  v'  -\-  z^  —  2  {ay  -Jr  YZ  -\-  zjc)  =  i . 
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L'axe  de  cet  hvperboloïde  de  révolution  pour  équations 

x—y  —  z, 

ainsi  qu'on  peut  le  voir  immédiatement;  c'est  une  droite 
passant  par  l'origine  et  également  inclinée  sur  les  trois  axes 
O^,  Ov  et  O^. 

16.  On  donne  un  cône  du  second  degré,  trouver  le  lieu  des 
centres  des  sections  faites  par  des  plans  passant  par  un 
point  fixe  ou  par  une  droite  fixe. 

{Ecole  Normale.  —  iSjj.) 

Plaçons  l'origine  des  coordonnées  au  sommet  du  cône,  et 
prenons  comme  axes  trois  droites  rectangulaires  passant  par 
ce  point;  l'équation  du  cône  sera 

(i)  f{x.y,z)r=^ax''-+a'Y^  +  a"z- 

-+-  2  byz  4-  2  h'zx  +  2  b"xy  ■=  o. 

Soient  (/?,  ^,  /■)  les  coordonnées  du  point  fixe,  un  plan 
passant  par  ce  point  a  pour  équation 

(2)  l{x  —  p)  +  ij.{y  —  q)-hy{z—r)=o. 

X,  ;x,  V,  représentant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au 
plan. 

Le  centre  de  la  section  faite  par  ce  plan  dans  le  cône  se 
trouvera  au  point  d'intersection  du  plan  et  du  diamètre  con- 
jugué à  sa  direction,  qui  a  pour  équations 

/0^\  I^  ^^   -II. Zi. 

X  <J.  V 

Le  lieu  des  centres  s'obtient  donc  en  éliminant  les  para- 
mètres A,  [j.  et  V  entre  les  équations  (2)  et  (3)  et  cette  éli- 
mination se  fait  aisément,  les  équations  étant  homogènes. 
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I. "éliminant  esl 

<  -r  —  r) /x  -+-  (V  —  q )/;  +  (-  —  '•)/=  =  o, 

et,  en  tenant  compte  de  l'équation  (i)  et  de  la  relation  d'Eu- 
1er  sur  les  formes  homogènes 

(  4  )  pC  -H  v/v  -^  f'/z  —  o- 

Le  lieu  des  centres  des  sections  faites  par  un  plan  passant 
j)ar  le  point  (/?,  q,  r)  dans  le  cône  proposé  est  donc  un  plan, 
passant  par  le  sommet  du  cône  et  dont  la  normale  admet 
pour  cosinus  directeurs  des  quantités  proportionnelles  d  p,  q 
et  r. 

C'est  au  surplus  le  plan  polaire  du  point  {p,q,  r),  relati- 
vement à  la  surface  considérée. 

Soient 

^  P  =  /j-  -1-  /M  >'  -t-  /?  ;  +  />  =  o, 
I  P'=.  /'.r-î-  m'y-+-  n'z-\-  p  =  o, 

les  équations  de  la  droite  fixe;  un  plan  quelconque  passant 
[)ar  cette  droite  a  pour  équation 

(6)  ÀP— aP'  =  o 

A  et  -1.  désignant  des  paramètres  arbitraires,  et  les  centres  des 
sections  faites  par  un  tel  plan  dans  le  cône  (i),  sont  à  l'inter- 
section de  ce  plan  avec  le  diamètre  conjugué  à  sa  direction; 
or,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  plan  (6)  sont 
respectivement  proportionnels  à 

/  /  —  ;/ r .  /. m  —  'xni' .  In  —  ;x/j', 

le  diamètre  conjugué  à  cette  direction  a  donc  pour  équations 

/;    _     /.'-    _    f-i 


(7) 


II 


et  l'équation  du  lieu  s'ohti^Mit  on  élirninanJ  >..  y.  o|  /  nntrr  1(><: 
équations  (6)  et  (-). 
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L'éliminalion  se  fait  immédiatement  et  donne 


(8)  •'^'^        _  _       //  _         f-- 


F7  —  P  /'       V'm  —  P  m'  ~  V'n  —  P  tr 

Le  lieu  des  centres  des  sections  faites  par  le  plan  (6)  est 
donc  une  ligne,  représentée  par  les  deux  équations  (8).  On 
en  tire,  en  tenant  compte  de  la  relation  d'Euler  et  de  l'équa- 

ùonf{x,  y,  z)  =  o, 

/;  _  fy  _  fz 

(P7— P/')  ""  (P'/«  — Pm')  ~  {P'n  —  Vn') 


^(P7— P/')+7(P'm—  Pin')  +  z{V'n  —  P/i') 


et 


(  f^{x{V'l—  P/')+7(P'm  — Pm')  +  ^(P7i  — P«')]z=:o, 

<9)    î  fy  [^(P'^—  P/')-f-/(P'/?i  — P/«')  +  ^(P7i  — P/i')]  =  o, 

(  /.'  [x(P7  —  P/')  +7  (P'm  —  PA?i')  +  x;  (P'/i  —  P/i')]  =  o, 

qui  peuvent  remplacer  les  équations  (8). 

Il  est  à  remarquer  que  ces  trois  équations  sont  vérifiées 
simultanément  si  l'on  a 

^  (  P7  —  P  /'  )  +  7  (  P'm  —  P  m'  )  +  z{P'n  —  P«'  )  =r  o. 

Cette  équation  peut  remplacer  l'une  des  équations  (8)  et 
s'écrit,  développée  et  simplifiée, 

(lo)       {Ip'  —  pi')x  4-  {mp'  —pm')y  +  {np'  —  pn')  zrz^o. 

Elle  représente  donc  un  plan  passant  par  l'origine  des  coor- 
données et  par  la  droite  (5)  donnée. 

Le  lieu  des  centres  cherché  sera  l'intersection  de  ce  plan 
avec  Tune  quelconque  des  surfaces  définies  par  les  é(]ua- 
lions(8);  ces  surfaces  sont  du  second  degré  ;  le  lieu  cherché 
est  donc  une  conique. 
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17.  Une  parabole  étant  donnée^on  liiiniène  une  normale 
en  Clin  des  points  situés  avec  le  foyer  sur  une  même  perpen 
diculaire  à  Caxe.  Trou<>er  le  lieu  des  sommets  des  sections 
faites  par  des  plans  contenant    celte   normale   dans   le 
cylindre  dont  la  parabole  donnée  est  la  section  droite. 

{Ecole  Polytechnique.  —  1881.) 
Prenons  comme  axes  de  coordonnées  Taxe  de  la  parabole 


Fiu-. 


et  sa  tangente  au  sommet,  et  une  perpendiculaire  élevée  à  son 
plan  par  son  sommet. 

L'équation  du  cylindre  proposé  est  alors 

(0  J-'-T  2p.Vz=0. 

Les  coordonnées  du  fover  F  dans  le  plan  xOj-  étant  o,  -» 

on  en  déduit  de  suite  pour  coordonnées  du  point  P  situé  avec 
le  foyer  sur  une  même  perpendiculaire  à  Ox 

iP)  A      />. 

«l  la  normale  PN  à  la  parabole  en  ce  point  aura  pour  équa- 
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tion 

2    y  —  p 


P  1 


que  l'on  peut  écrire  en  mettant  en  évidence  les  dislances  à 
Torigine  des  points  où  cette  droite  coupe  O^  et  0/  : 


X  y 

2  2 


Par  suite,  un  plan  quelconque  passant  par  cette  droite  aura 
pour  équation 


(2)  ^P         ^P        '^  ' 


■6p 

4- 

r 

3/. 

1  . 

2 

X  désignant  un  paramètre  variable. 

Le  cylindre  étant  parabolique,  toutes  ses  sections  planes 
sont  des  paraboles,  et  un  diamètre  quelconque  d'une  de  ces 
paraboles  sera  l'intersection  d'un  des  plans  diamétraux  du 
cylindre,  avec  le  plan  représenté  par  (2). 

Or  un  quelconque  de  ces  plans  diamétraux  a  pour  équation 

(3)  j  =  ..; 

[x  désignant  un  paramètre  variable,  un  diamètre  quelconque 
de  la  section  faite  dans  le  cylindre  par  le  plan  (2)  sera  donc 
représenté  par  l'ensemble  des  équations  (2)  et  (3);  et  la 
tangente  à  l'extrémité  d'un  de  ces  diamètres  est  à  l'intersec- 
tion du  plan  tangent  au  cylindre  le  long  de  la  génératrice 

\  y"^  —  ipx  =  0, 
'  7  =  î^» 

avec  le  plan  sécant  représenté  par  (2). 
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Ce  plan  tangent  ayant  pour  équation 
p.r  —  <xy  -\-  '—  -=  o, 


la  tangente  à  l'extrémité  du  diamètre 


i  ~i ^  ^:i H  ^  —  I  —  o, 


)'  <J.  =  u 


/>./•  —  -JL  V  -h   -^   =r  o  , 
2 

(5)  .      u-  y  z. 

6/)  ôp         A 


aura  donc  pour  équations 


et,  pour  que  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites  soit 
un  sommet  de  la  section,  il  suffit  qu'elles  soient  rectangu- 
laires. 

Les  cosinus  directeurs  de  la  première  étant  proportionnels 
respectivement  à 

I  I 

—   Ti  O,  -r—  , 

•2 

ceux  de  la  seconde  à 

<j.  />  i>  -^  >j. 

—  ^»  —  — »  :; > 

A  A  V' 

la  condition  de  perpendicularité  sera 


m 
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Les  équations  de  l'axe  des  seclions  failes  dans  le  cylindre 
parle  plan  mobile  seront  les  équations  (4)  dans  lesquelles 
on  tiendra  compte  de  la  relation  (6)  et  l'élimination  de  Aet;j. 
entre  ces  trois  équations  donne  le  lieu  des  axes  de  toutes 
les  sections. 

L'élimination  de  A  et  ij, entre  (4)  et  (6)  se  fait  simplement; 
des  équations  (4)  on  tire 


o/> 


(.r  +  r) 


'/'  . 


et  en  portant  dans  l'équation  ((i) 

.'■) 


^'  -  (.'• 


qui  devient 

(7)  J 


OJ> 


'/' 


{.r-hV) 


3/>V 


-+-:■- {y -h  p) 


C'est  l'équation  d'une  surface  réglée,  lieu  des  axes  des 
sections  faites  dans  le  cylindre  par  le  plan  (a),  le  lieu  des 
sommets  demandé  sera  donc  l'intersection  de  cette  surface 
avec  le  cylindre 

(i)  y^—'>.pa--=o. 


m 


ÉNONCES. 


R.  —  Ex.  de  Géom.  anal.,  II. 


ÉNONCÉS. 


I.  —  École  Polytechnique. 


1842.  —  1»  Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  deux  points  P  et  Q 
sur  la  base  AB,  on  mène,  par  ces  deux  points,  deux  droites  rencon- 
trant respectivement  les  côtés  GA,  CB  en  deux  points  a,  b,  variables 
de  telle  manière  qu'on  ait  la  relation 

Ga  Cb        , 

P-Ka-'^Wb-^^ 

p  eX.  q  étant  des   constantes  :    trouver  le  lieu  géométrique  du  point 
de  rencontre  des  droites  Pa,  Q6. 

2»  Par  un  point  fixe  O,  pris  dans  lé^lan  d'une  ellipse,  on  mène 
arbitrairement  une  sécante  Omni'  et  un  diamètre  aa'  parallèle  à 
cette  sécante;   puis   on  prend   sur  la  sécante   un   point   M  tel  que 

OM  —  -,  )  mm'  étant  le  segment  déterminé  par  l'ellipse  sur  la 

mm  °  r  r 

sécante  mobile  :  on  demande  le  lieu  géométrique  des  points  M. 

1849.  —  Lyon.  Lieu  des  projections  du  sommet  d'une  parabole 
sur  ses  tangentes;  trouver  ses  asymptotes. 

Douai.  Conditions  de  similitude  de  deux  courbes  en  général; 
théorie  des  levers  des  plans  par  la  Géométrie  et  la  Trigonométrie. 

Lieu  des  sommets  des  hyperboles  ayant  une  asymptote  commune 
t't  une  directrice  commune. 

Sthasbodrg.  I  °  Construction  des  racines  des  équations  des  deuxième, 
troisième  et  quatrième  degrés  en  les  ramenant  à  la  construction  d'un 
cercle   et  d'une  courbe  du    deuxième  degré.  —  a»  Soient  un  angle 
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ABC;  A,  G  deux  points  pris  sur  ses  côtés;  par  son  sommet  B,  on 
mène  une  droite  quelconque  By;  des  points  A  et  G  on  abaisse  sur 
cette  droite  les  perpendiculaires  AD,  GE.  Trouver  le  lieu  du  point  O, 
milieu  du  segment  DE  de  By  compris  entre  les  pieds  des  perpendi- 
culaires 

1851.  —  Paris.  Première  série.  Exposer  la  méthode  de  Newton 
pour  calculer  approximativement  les  racines  des  équations  numé- 
riques. 

Calculer  la  plus  grande  racine  de  l'équation 

cc^  —  y  ce  -^  y  =  o 
à  o,  001  près. 

Deuxième  série.  Démontrer  que  lorsqu'on  substitue  une  suite  de 
nombres  équidistants  dans  une  fonction  entière  de  degré  m  et  qu'on 
forme  les  différences  des  divers  ordres,  entre  les  résultats,  les  diffé- 
rences de  l'ordre  m  sont  égales. 

Décomposer  en  fractions  simples  l'expression 


Troisième  série.  Qu'est-ce  que  la  dérivée  d'une  fonction?  Trouver 
les  dérivées  de  sina?,  cosa:^,  tanga;,  logcosa^. 

Quatrième  série.  Exposer  la  multiplication  des  polynômes. 
Résoudre  l'équation 

X^  -h  X^  —  2X  —  I  =  O. 

1852.  —  Prem.iére  et  deuxièm.e  séries.    Résoudre   et    discuter 

l'équation 

ax^  -h  bx  -+-  c  =  o. 

Donner  à   moins  de   j-;^  les  valeurs  numériques  des  racines  de 
l'équation 

x^  —  10  a?  H-  I  =  o. 
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Troisième  et  quatrième  séries.  Exposer  la  théorie   des  racines- 
égales  et  l'appliquer  à  l'équation 

X'*  —  1  X''  -A-  2  X^  —  U  X  ->,-  1  =0, 

en    indiquant    les   simplifications    qu'on    peut,    dans    cet    exemple, 
apporter  aux  calculs. 
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Cinquième  et  sixième  séries.  ^•s.Tpo?,eT  la  méthode  de  la  résolution 
des  équations  numériques  du  premier  degré  à  deux  inconnues  et  la 
discussion  des  formules. 

1853.  —  Première  série.  Faire  connaître  une  méthode  pour 
calculer  les  valeurs  approchées  des  racines  incommensurables  d'une 
équation  algébrique. 

On  indiquera  l'usage  des  constructions  graphiques  pour  l'applica- 
tion de  la  méthode. 

K'  (  X  j 
Deuxième  série.  Construire  la  courbe  r  =  7^— — ■  •  F  (x)  est  un 

•^        F  {X) 

polynôme  du  quatrième  degré  dont  les   racines  sont  réelles  et  iné- 
gales :  F'  (x)  sa  dérivée. 

Déterminer  les  asymptotes  de  la  courbe  et  la  tangente  en  un  de 
ses  points. 

Troisièm.e  série.  Exposer  la  théorie  des  triangles  sphériques  et 
des  petits  cercles  considérés  sur  la  sphère. 

Mettre  particulièrement  en  évidence,  dans  cet  exposé,  les  théorèmes 
analogues  à  ceux  qui  concernent  les  triangles  rectilignes  et  le  cercle 
en  Géométrie  plane. 

1854.  —  Première  et  deuxième  séries.  Exposer  la  méthode  de 
Newton  pour  le  calcul  des  racines  d'une  équation  numérique.  On 
donnera  l'interprétation  géométrique  de  cette  méthode. 

Appliquer  à  l'équation 

x^  —  3x-  —  3  X  —  1  =0. 

Troisième  et  quatrième  séries.  Exposer  les  considérations  géo- 
métriques sur  lesquelles  repose  la  résolution  de  deux  équations  du 
«econd  degré  à  deux  inconnues. 
Appliquer  à 

^  ^*  —  3  xy  -4-  2 ar*  —  6x  =  o, 
(  y^-i-iy — 2ar*-^2  =  o. 

On  fera  voir  géométriquement  pourquoi  ces  deux  équations  n'ad- 
mettent ici  que  trois  solutions  communes. 

1855.  —  Première  série.  On  donne  l'équation 

x^  -^y^  ~  z^  =  a*, 

trouver  les  droites  situées  sur  celte  surface,  l'intersection  des  plans 
passant  par  ces  droites  avec  la  surface. 
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Deuxième  série,  x  =  tang  x.  Démontrer  que  cette  équation  a  une 
infinité  de  racines.  Calculer  la  plus  petite  racine  positive  à  yA-^  près. 

Troisième  série.  Trouver  avec  la  précision  que  comportent  les 
Tables  de  logarithmes  les  quatre  points  d'intersection  d'une  ellipse 
et  d'une  hyperbole  qui  ont  un  foyer  commun  F  et  dont  les  centres 
sont  respectivement  0,0'.  On  donne  l'angle  O  F O' =  c^;  les  deux 
demi-axes  a,  b  de  l'ellipse;  a'  et  b'  de  l'hyperbole.  Faire  le  calcul 
dans  le  cas  où 

d=9-.2°3o',         a  =  lo,         b  =  y,        'a'=i,         b' =  j. 

1856  (').  —  Discuter  l'équation 

p2  =  A  -I-  B  sin  0)  -î-  G  sin^  w 

et  faire  la  classification  des  courbes  qu'elle  peut  représenter  quand 
on  considère  p  et  w  comme  des  coordonnées  polaires. 

1857.  —  Trouver  le  nombre  des  racines  réelles  qu'admet  l'équation 

X  =  Asina:-!-  B 

pour  chaque  système  de  valeurs  des  coefficients  A  et  B  et  effectuer 
la  séparation  de  toutes  ces  racines. 
Application  à  l'équation 

X  =  3,1^1  sina?  -1-1,57 

(  Solution  par  M,  Dupain.  —  Nouvelles  Annales;  i"  Série,  t.  XVI,  p.  376.  ) 

1858.  —  x,y,  z  désignant  des  coordonnées  rectangulaires  et  m  un 
paramètre  variable,  on  demande  de  déterminer  les  diverses  surfaces 
que  peut  représenter  l'équation 

x^  -\-  ( 2  m^  -{-  I  )  (y^  -î-  z^)  —  2  (xy  -+-  xz  -\-yz^  =  2  «^2  —  3 m  H-  i, 

/n  variant  de  —  co  à  -f-  00  . 

(Solution  par  M.  Brault.  —  Nouvelles  Annales;  i'"  Série,  t.  XVIII,  p.  220.  ) 

1859.  —  La  corde  AB  du  cercle  O  partage  la  surface  de  ce  cercle 
en  deux  segments,  tels  que  le  plus  grand  est  moyen  proportionnel 
entre  le  plus  petit  et  le  cercle  entier. 


(')  A  partir  de  i856,  il  n'y  a  qu'une  seule  composition  pour  tous  les 
candidats.  Quelques-uns  d'entre  eux  ne  pouvant  pas  prendre  part  à  la 
composition  générale  concourent  plus  tard.  Le  sujet  ainsi  donné  est  intitulé 
dans  ce  qui  suit  Deuxième  sujet. 
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On  demande  de  calculer,  à  -^  de  seconde  près,  le  plus  petit  des 
deux  arcs  sous-tendus  par  la  corde  AB. 

1860.  —  Étant  donnée  la  parabole  GAB,  la  sécante  MAB  se  meut 
sous  la  condition  que  les  normales  menées  à  la  parabole  par  les 
points  d'intersection  A  et  B  se  coupent  en  un  point  G  de  cette 
courbe.  Par  ce  point  G  on  mène  le  tangente  GM  qui  coupe  la  sécante 
MAB  en  un  point  M. 

Gela  posé,  on  demande  de  trouver  l'équation  de  la  courbe  décrite 
par  le  point  M,  quand  la  sécante  MAB  prend  toutes  les  positions 
compatibles  avec  la  condition  à  laquelle  elle  est  assujettie;  on 
construira  cette  courbe  qui  est  du  troisième  degré. 

1861.  —  Reconnaître  les  diverses  surfaces  que  peut  représenter 
l'équation 

a{x^  -^  lyz)  ^-  b  (j^  -+-  izx)  -^  c{z^  ->-  'i.xy)  =  i 

et  démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  obtenir 
une  surface  de  révolution  est 

I        I        I  _ 
abc' 

en  supposant  les  axes  de  coordonnées  rectangulaires. 

(  Solution  par  M.  Darbocx.  —  Nouvelles  Annales  ;  i"  Série,  t.  XX,  p.  384.  ) 

1862.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  représentées  par 
l'équation 

x^  -4-  y 2  —  52  -^  ipxz  -r-  2  qyz  —  2  eux  —  iby  —  2  cz  =  o 

(a,  b,  c  étant  des  nombres  positifs  donnés,/)  et  q  des  paramètres 
variables)  :  1°  lorsque  p  tx.  q  varient  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles; 10  lorsque  p  et  q  varient  de  manière  à  ce  que  l'équation 
représente  un  cône. 

Distinguer  la  partie  du  lieu  qui  correspond  à  des  hyperboloïdes  à 
une  nappe  de  celle  qui  correspond  à  des  hyperboloïdes  à  deux 
nappes. 

(Solution  par  M.  de  Lys.  —  Nouvelles  Annales;  2'  Série,  t.  II,  p.  5.) 

1863.  —  Premier  sujet.  On  donne  sur  un  plan  deux  circonfé- 
rences C  etG';  d'un  point  A  de  C,on  mène  des  tangentes  à  G',  on  joint 
les  points  de  contact  de  ces  tangentes;  cette  droite  coupe  la  tan- 
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gfente  menée  en  A  à  la  circonférence  G  en  un  point  M  :  on  demande 
l'équation  du  lieu  décrit  par  M,  lorsque  A  parcourt  la  circonférence  G. 

Examiner  les  différentes  formes  de  ce  lieu  selon  la  grandeur  et  la 
position  relative  des  circonférences  G  et  G'. 

Indiquer  les  cas  où  il  se  décompose  :  faire  voir  que  le  lieu  des 
points  M  est  tangent  à  la  circonférence  G  en  chacun  des  points 
d'intersection  de  cette  courbe  et  de  la  circonférence  G'. 

(Solution  par  M.  Lemonnier.  —  Nouvelles  Annales;  2'  Série,  t.  II,  p.  460.  ) 

Deuxième  sujet.  On  donne  sur  un  plan  une  courbe  de  deuxième 
degré  a,  et  une  circonférence  décrite  de  l'un  de  ses  foyers  F 
comme  centre;  en  chaque  point  M  de  la  conique  c,  on  trace  la 
normale  à  cette  courbe;  on  mène  des  tangentes  au  cercle  F  par 
les  deux  points  où  cette  normale  le  rencontre;  ces  deux  tangentes  se 
coupent  en  un  point  T. 

On  demande  le  lieu  que  décrit  le  point  T,  lorsque  le  point  M  par- 
court la  courbe  a. 

Examiner  les  différentes  formes  de  ce  lieu  selon  le  genre  de  la 
conique  a  et  la  grandeur  du  rayon  de  la  circonférence  donnée. 

1864.  —  Premier  sujet.  On  donne  le  cercle  représenté  par 
l'équation 

«2  -^  j2  —  I 

et  la  parabole  représentée  par  l'équation 

3  3(2  _i_  ft2  „  I 
p2/p2 20C^Xy  -|-a2j2  _^  20iX  -f-a^j  = 

où  a  et  p  sont  des  paramètres  positifs  quelconques. 

On  propose  de  déterminer  :  i»  le  nombre  des  points  réels  com- 
muns aux  deux  courbes  pour  les  différentes  valeurs  de  a  et  de  P; 
2°  les  coordonnées  des  quatre  points  communs  lorsque  ol^  -]-  ^-  =  i , 
lorsque  a  =  i  avec  P  >  o,  lorsque  p  =  \/{oi.^  — i  )  (4x2  —  i;. 

Deuxième  sujet.  On  donne  sur  un  plan  une  circonférence  O,  un 
point  A  et  une  droite  D;  du  point  A  on  mène  une  droite  qui 
coupe  D  au  point  B;  sur  AB  comme  diamètre  on  décrit  une  circon- 
férence; cette  circonférence  et  la  circonférence  O  ont  pour  corde 
commune  une  droite  qui  rencontre  AB  en  M.  On  demande  le  lieu 
décrit  par  le  point  M  lorsque  la  droite  AB  tourne  autour  du  point  A. 

1°  Le  point  A  et  la  circonférence  O  étant  fixes,  examiner  quelles 
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sont  les  différentes  formes  que  présente  le  lieu  M  lorsque  l'on  consi- 
dère des  droites  telles  que  D  parallèles  entre  elles. 

2"  Faire  voir  que  les  différentes  courbes  ainsi  obtenues  passent 
par  quatre  points  fixes  et  ont  leurs  axes  parallèles. 

(Solution  par  M.  Gitla.  —  Nouvelles  Annales;  i*  Série,  t.  V,  p.  474-. 

1865.  —  On  donne  dans  un  plan  une  parabole.  On  considère  une 
circonférence  passant  par  le  foyer  de  cette  parabole.  On  propose 
d'indiquer  les  régions  du  plan  où  doit  se  trouver  le  centre  de  la  cir- 
conférence pour  que  cette  courbe  ait  successivement  avec  la  para- 
bole :  quatre  points  réels  communs,  quatre  points  imaginaires  com- 
muns, deux  points  réels  et  deux  points  imaginaires  communs.  On 
étudiera  la  forme  et  les  propriétés  de  la  courbe  qui  sépare  les  deux 
premières  régions  de  la  troisième. 

(Solution  par  M.  Moessard.  — Nouvelles  Annales;  2'  série,  t.  V,  p.  21.) 

1866.  —  Etant  données  une  parabole 

72  ^-  o.px 
et  une  hyperbole  équilatère 

xy  =  m?- 

ayant  pour  asymptotes  l'axe  et  la  tangente  au  sommet  de  la  para- 
bole, on  propose  : 

1»  De  former  l'équation  ayant  pour  racines  les  abscisses  ou  les 
ordonnées  des  pieds  des  normales  communes  aux  deux  courbes; 

2»  De  déduire  de  cette  équation  que  le  nombre  des  normales  com- 
munes réelles  est  au  moins  un  et  au  plus  trois; 

30  De  démontrer  que  lorsque  -j p*  est  plus  grand  que  2/n»,  il  n'y 
a  qu'une  normale  commune  réelle. 

(Solution  par  M.  Choron,  suivie  d'une  noie  de  M.  Gérono.  —  Nouvelles 
Annales;  2'  Série,  t.  VI,  p.  202. j 

1867.  —  Étant  donnés  un  triangle  BOA  rectangle  en  O,  et  une 
droite  D  située  sur  le  plan  de  ce  triangle,  on  propose  : 

1"^  De  former  l'équation  générale  des  hyperboles  équilatéres  cir-' 
conscrites  au  triangle  BOA  ; 

1°  De  calculer  l'équation  du  lieu  L  des  points  où  ces  différentes 
hyperboles  ont  pour  tangentes  des  parallèles  à  D; 

3°  D'examiner  les  différentes  formes  du  lieu  L  correspondantes 
aux  différentes  directions  de  la  droite  D. 

1868.  —  Soient  deux  paraboles  P,,  P,  ayant  toutes  deux   pour 
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foyer  le  point  fixe  0,  et  pour  axes  respectifs  les  deux  droites  fixes 
Ox,  Oy  perpendiculaires  l'une  sur  l'autre  :  menant  à  ces  deux 
courbes  une  tangente  commune  qui  touche  Pj  en  Mi  et  Pj  en  Mo; 
prenons  le  milieu  M  de  la  portion  de  droite  Mi  M2. 

On  demande  le  lieu  du  point  M  lorsque  les  paramètres  des  para- 
boles varient  de  manière  que  la  tangente  commune  Mi  Mj  passe 
constamment  par  un  point  fixe  A. 

1869.  —  On  donne  un  triangle  rectangle  isocèle  AOB  et  l'on 
demande  : 

1°  L'équation  générale  des  paraboles  P,  tangentes  aux  trois  côtés 
du  triangle  AOB; 

2"  L'équation  de  l'axe  de  l'une  quelconque  de  ces  paraboles; 

3°  L'équation  et  la  forme  du  lieu  des  projections  du  point  0, 
sommet  de  l'angle  droit  du  triangle  AOB,  sur  les  axes  des  paraboles  P. 

(Solution  anonyme.  —  Nouvelles  Annales;  2'  Série,  t.  VIII,  p.  879.) 
(Autre  Solytion  par  M.  Hilaire.  —  p.  38i.) 

1870.  —  Premier  sujet.  Exposer  la  théorie  des  asymptotes  recti- 
lignes  des  courbes  algébriques  en  l'accompagnant  d'exemples. 

Deuxième  sujet.  On  donne  une  circonférence  O  et  un  point  P  dans 
son  plan;  on  mène  par  le  point  P  une  droite PA  qui  coupe  la  circon- 
férence en  A;  sur  le  rayon  OA  on  élève  au  point  O  une  perpendi- 
culaire à  OA;  elle  coupe  la  droite  PA  en  M.  —  On  demande  le  lieu 
du  point  M. 

On  examinera  les  différentes  formes  de  la  courbe  suivant  la  posi- 
tion du  point  P  dans  le  plan. 

1871.  —  //  n'y  a  pas  eu  de  composition  de  Mathématiques. 

1872.  —  On  donne  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et 
deux  droites  A  et  B  respectivement  parallèles  aux  axes,  et  l'on 
demande  : 

!•>  De  former  l'équation  générale  des  courbes  du  second  degré 
qui  ont  pour  centre  l'origine  des  coordonnées  et  qui  admettent 
comme  normales  les  droites  données  A  et  B  ; 

2"  De  démontrer  que,  par  un  point  du  plan,  il  passe  en  général 
trois  de  ces  courbes,  à  savoir  deux  ellipses  et  une  hyperbole  ; 

3°  De  faire  connaître  les  points  du  plan  pour  lesquels  cette  règle 
générale  souffre  une  exception. 

(Solution  anonyme.  —  Nouvelles  Annales;  2"  Série,  t.  XI,  p.  4540 
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1873.  —  On  donne  un  cercle  et  un  point  A,  et  l'on  demande  le 
lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  assujetties  à  passer  par 
le  point  donné  A  et  à  toucher  en  deuii  points  le  cercle  donné. 

On  discutera  la  courbe  obtenue  pour  les  différentes  positions  du 
point  A,  et  Ton  démontrera  que,  dans  le  cas  général,  les  points  de 
contact  des  tangentes  qu'on  peut  mener  au  lieu  par  le  point  A  sont 
situés  sur  une  circonférence  de  cercle. 

(Solution  par  M.  Heurtahlt.  —  Nouvelles  Annales;  2°  Série,  t.  XIII,  p.  98 .) 

1874.  —  Étant  donnés  un  triangle  et  un  point  M,  on  sait  que  l'on 
peut  généralement  faire  passer  par  ce  point  deux  paraboles  circon- 
scrites au  triangle. 

Gela  posé,  on  demande  de  construire  et  de  discuter  le  lieu  des 
points  M  pour  lesquels  les  axes  des  deux  paraboles  correspondantes 
font  un  angle  donné. 

(Solution  par  AI.Tourettes.  —  Nouvelles  Annales;  2'  Série,  t.XIV^, p.  172.) 

1875.  —  Trouver  le  lieu  géométrique  de  l'intersection  des  deux 
normales  menées  à  la  parabole  aux  deux  extrémités  de  toutes  les 
cordes  dont  les  projections  orthogonales  sur  une  perpendiculaire  à 
l'axe  ont  une  même  valeur. 

Que  dire  du  cas  où  l'on  fait  tendre  vers  zéro  cette  valeur  de  la 
projection?  Revenant  au  cas  général,  on  propose  de  mener  par  un 
point  quelconque  du  lieu  trois  normales  à  la  parabole. 

Application  particulière  au  point  maximum  du  lieu. 

Question  retirée.  —  Une  conique  donnée  de  forme  et  de  grandeur 
se  déplace  de  manière  que  chacun  de  ses  foyers  reste  sur  une  droite 
donnée. 

Dans  chaque  position,  on  mène  à  laconique  des  tangentes  paral- 
lèles à  la  droite  que  décrit  l'un  des  foyers. 

Déterminer  le  lieu  des  points  de  contact. 

(Solution  par  M.  Moret-Blanc. — Nouvelles  Annales;  a'Série,  t.  XVII,p.  116  ) 

1876.  —  Admissibilité {^).  i«  Expliquer  la  recherche  du  lieu  des 
milieux  des  cordes  parallèles  à  la  droite  qui  joint  l'origine  au  point 


(  '  ;  De  1876  à  1879  inclus  les  candidats  n'étaient  admis  à  l'examen  oral 
(l'admissibilité  qu'après  avoir  satisfait  à  un  examen  écrit  portant  sur  les 
Mathématiques,  la  Physique,  la  Chimie  et  le  Dessin  graphique. 
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dont  les  coordonnées  sont  x  =  a,    y  =  —  i,     ^  =  i,  pour  la  surface 
représentée  par  l'équation 

(i)  372 -h  2  j2  —  'isi^ -h  2a;y -+- 5x -h  z  =  o. 

Nota.  —  L'explication  doit  être  faite  sur  les  données  numériques 
qui  ont  été  indiquées  et  non  avec  des  relations  générales  littérales, 
faute  de  quoi  la  composition  serait  considérée  comme  nulle  et  non 
avenue. 

2*  On  demande  de  trouver  les  limites  entre  lesquelles  doit  varier 
le  coefficient  a  pour  que  l'équation 

3  a;*  —   \X^  —  1 2  372  _i_  û5  —  o 

ait  ses  quatre  racines  réelles. 
( Solutions parM.MoRET-BLANC.—7VoMve//e5/ln«a/e5; 2" Série, t. XVI, p.  26/^.) 

Admission.  On  considère  une  hyperbole  équilatère  fixe  et  une 
infinité  de  cercles  concentriques  à  cette  courbe.  A  chacun  de  ces 
cercles,  on  mène  des  tangentes  qui  soient  en  même  temps  normales 
à  l'hyperbole.  On  prend  le  milieu  de  la  distance  qui  sépare  le  point 
de  contact  du  cercle  variable  du  point  d'incidence  sur  l'hyperbole 
fixe.  On  demande  le  lieu  géométrique  de  ces  milieux. 

Si  l'équation  se  présente  sous  une  forme  irrationnelle,  on  aura  à 
la  rendre  rationnelle.  En  second  lieu,  on  exprimera  en  fonction  du 
rayon  du  cercle  les  coordonnées  du  point  d'incidence,  en  s'attachant 
à  spécifier  les  solutions  réelles  distinctes. 

(  Solution  par  M.  Moret-Blanc.  —  Nouvelles  Annales  ;  2'  Série,  t.  XVI,  p.  266.) 

1877.  —  Admissibilité.  1°  On  donne  la  surface  qui,  par  rap- 
port à  un  système  de  plans  coordonnés  rectangulaires,  a  pour 
équation 

3  372  —  3  j2  _i_  ^2  —  2  j^  —  L\  xz  ^-  %  xy  —  8  37  -4-  Ç>y  -f-  2  ^  =  o. 

On  demande  de  trouver  l'équation  de  la  même  surface  par  rapport 
à  un  système  de  plans  principaux. 

On  admettra  comme  connue  l'équation  générale  des  plans  diamé- 
traux, et  l'on  fera  directement  sur  l'équation  donnée  les  raisonnements 
et  les  calculs  nécessaires  pour  la  solution  de  la  question  proposée. 

2"  Démontrer  que  dans  une  équation  à  coefficients  réels,  qui  a 
toutes  ses  racines  réelles,  le  nombre  des  racines  positives  est  égal 
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au  nombre  des  variations  du  premier  membre  ordonné  suivant  les 
puissances  de  l'inconnue.  On  supposera  démontrée  la  règle  des 
signes  de  Descartes. 

Admission.  On  donne  l'équation 

xi         yi 
ai  ~  62  =  ^ 

d'une  hyperbole  rapportée  à  ses  axes  et  les  coordonnées  |x,  v  d'un 
point  M  de  son  plan. 

Par  le  point  M  on  mène  deux  tangentes  à  l'hyperbole  la  touchant 
aux  points  A,  B.  On  mène  le  cercle  passant  par  ces  points  A,  B  et 
le  centre  O  de  l'hyperbole.  Ce  cercle  rencontre  l'hyperbole  en  deux 
points  G  et  D,  distincts  de  A  et  de  B  ;  trouver  l'équation  de  la 
droite  CD. 

Si  le  point  M  décrit  une  droite  du  plan,  aux  diverses  positions  du 
point  M  correspondront  diverses  positions  de  la  droite  CD  ;  quel  est 
le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  centre  de  l'hyper- 
bole sur  ces  droites  ? 

(Solution  par  M.  Lez.  —  Nouvelles  Annales  :  2'  Série,  t.  XVII.  p.  193.) 

1878.  —  Admissibilité.  i«  Exposer  la  méthode  de  Newton 
I  méthode  fondée  sur  la  considération  des  dérivées)  pour  trouver  une 
limite  supérieure  des  racines  positives  d'une  équation  numérique. 

2"  Construire  la  courbe  dont  les  coordonnées  par  rapport  à  deux 
axes  rectangulaires  sont  données  par  les  formules 

/  <(I  — 2/î) 

X  =  ■  et  V  = 


i  étant  un  paramètre  variable. 

Admission.  On  donne  une   droite  dont  l'équation  par  rapport  à 

deux  axes  rectangulaires  O^.  Ov  est — h—  =  i,  et  l'on  considère 

P        9 
les  différentes  coniques  qui.  ayant  pour  axes  Ox  et  O^,  sont  normales 
à  la  droite  D. 

Chacune  d'elles  rencontre  cette  droite  en  deux  points.  En  ces 
points  on  mène  les  tangentes  à  la  conique.  Trouver  l'équation  du 
lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  tangentes. 

Démontrer  :  i»  que  ce  lieu  est  une  parabole  ;  2°  que  la  distance  du 
foyer  de  cette  parabole  à  son  sommet  est  le  quart  de  la  distance  du 
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point  O  à  la   droite   D.  On  construira  géométriquement  l'axe  et  le 
sommet  de  la  parabole. 

(  Solution  par  M.  Borel.  —  Nouvelles  Annales  ;  2°  Série,  t.  XVIII,  p.  9.34.) 
(Solution  géométrique  par  M.  Mannheim.  —  Nouvelles  Annales;  2°  Série, 
t.  XVII,  p.  408.) 

1879.  —  Admissibilité.  1°  Gomment  déduit-on  du  théorème 
de  Sturm  les  conditions  de  réalité  de  toutes  les  racines  d'une  équa- 
tion algébrique  de  degré  donné? 

1°  Construire  la  courbe  dont  l'équation  en  coordonnées  polaires 
est 

sin  0) 

2W  —  6  COSO) 

Admission.  On  donne  une  conique  rapportée  à  ses  axes 

et  un  point  M  sur  cette  conique  ;  par  les  extrémités  d'un  diamètre 
quelconque  de  la  courbe  et  le  point  M  on  fait  passer  un  cercle  ; 
prouver  que  le  lieu  décrit  par  le  centre  de  ce  cercle  est  une  conique 
K  passant  par  l'origine  O  des  axes.  Si  autour  du  point  O  on  fait 
tourner  deux  droites  rectangulaires,  elles  rencontrent  la  conique  K 
en  deux  points  :  prouver  que  le  lieu  des  points  de  rencontre  des 
tangentes  menées  en  ces  points  est  la  droite  perpendiculaire  au 
segment  OM,  et  passant  par  le  milieu  de  ce  segment. 

Par  le  point  O  on  peut  hiener,  indépendamment  de  la  normale  qui 
a  son  pied  au  point  0,  trois  autres  droites  normales  à  la  conique  K. 

1"  Dans  le  cas  particulier  où  la  conique  donnée  est  une  hyperbole 
équilatère  et  où  l'on  a  A  =  i  et  B  =  i,  montrer  qu'une  seule  de  ces 
normales  est  réelle  et  calculer  les  coordonnées  de  son  pied. 

20  Dans  le  cas  général,  trouver  l'équation  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  formé  par  les  pieds  de  ces  trois  normales. 

Observation.  —  Le  pied  d'une  normale  est  le  point  de  la  courbe 
d'où  part  la  normale. 

(Solution  par  M.  MoRET-BLANC.--7VoMÇ'e//e5  Annales  ;  2°  Série,  t.  XX,  p.  65.) 
(  Solution  géométrique  par  M.  Mannheim.  —  Nouvelles  Annales  ;  2"  Série, 
t.  XIX,  p.  5.) 

1880.  —  Soient  M  et  N  les  points  où  l'axe  des  x  rencontre  le 
cercle  x--hj^~K^;   considérons   une  quelconque   des  hyperboles 
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équilatères  qui  passent  par  les  points  M  et  JN  ;  menons,  par  un  point  Q 
pris  arbitrairement  sur  le  cercle,  des  tangentes  à  l'hyperbole. 

Soient  A  et  B  les  points  où  le  cercle  coupe  la  droite  qui  joint  les 
points  de  contact.  Démontrer  que,  des  deux  droites  QA  et  QB, 
l'une  est  parallèle  à  une  direction  fixe  et  l'autre  passe  par  un  point 
fixe  P. 

Le  point  P  étant  donné,  l'hyperbole  équilatère  correspondante 
qui  passe  par  les  points  M  et  N  est  déterminée  ;  on  construira  géo- 
métriquement son  centre,  ses  asymptotes  et  ses  sommets.  Si  le 
point  P  décrit  la  droite^  =  x,  quel  est  le  lieu  décrit  par  les  foyers 
de  l'hyperbole  ?  On  déterminera  son  équation  et  on  le  construira. 

(Solution  par  M.  Lez.  —  Nouvelles  Annales;  2'  Série,  t.  XX,  p.  127.) 
(Solution  géométrique  par  M.  Mannheim.  —  Nouvelles  Annales  ;  2'  Série, 
t.  XL\,  p.  337.) 

1881.  —  Premier  sujet.  Une  parabole  étant  donnée,  on  lui 
mène  une  normale  en  l'un  des  points  P  situés,  avec  le  foyer  F,  sur 
une  même  perpendiculaire  à  l'axe. 

Trouver  le  lieu  des  sommets  des  sections  faites  par  des  plans  con- 
tenant cette  normale  dans  le  cylindre  dont  la  parabole  donnée  est  la 
section  droite. 

(Solution  par  M.  J.-B.  Poiiky.  —  Nouvelles  Annales  ;  S"  Série,  1. 1, p.  m.) 
(Solution  par  M.H.Cartier.  —  Nouvelles  Annales  ;  3«  Série,  t.  II,  p.  420.) 

Deuxième  sujet.  On  donne  une  asymptote  d'une  hyperbole  et  un 
point  P  de  la  courbe.  Sachant  que  l'un  des  foyers  décrit  la  per- 
pendiculaire menée  du  point  P  sur  l'asymptote  considérée,  on 
demande  le  lieu  du  point  M  d'intersection  de  la  seconde  asymptote 
avec  la  directrice  correspondant  au  foyer  donné. 

1882.  —  On  donne  deux  cercles  se  coupant  aux  points  A  et  B. 
Une  conique  quelconque  passant  par  ces  points  et  tangente  aux  deux 
cercles  rencontre  l'hyperbole  équilatère,  qui  a  ces  points  pour  som- 
mets, en  deux  autres  points  C  et  D  : 

lo  Démontrer  que  la  droite  CD  passe  par  un  des  centres  de  simi- 
litude des  deux  cercles  donnés  ; 

20  Si  l'on  considère  toutes  les  coniques  qui,  passant  par  A  et  B, 
sont  tangentes  aux  deux  cercles,  démontrer  que  le  lieu  de  leurs 
centres  se  compose  de  deux  circonférences  E  et  F  ; 

3»  Soit  une  conique  satisfaisant  à  la  question  et  ayant  son  centre 
sur  l'une  des  circonférences  E  ou  F  ;  démontrer  que  les  asymptotes 
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de  cette   conique   rencontrent   cette   circonférence   en   deux   points 
fixes  situés  sur  l'axe  radical  des  deux  circonférences  données. 
(Solution  par  M.  A.  Hilaire.  —  Nouvelles  Annales  ;  3"  Série,  t.  II,  p.  5o4.) 
(Solution   géométrique  par  M.  Mannheim.  —  Nouvelles  Annales;  3'  Série, 
t.  I,  p.  35i.) 

1883.  —  On  donne  une  parabole  et  une  droite.  Trouver  le  lieu  des 
points  tels  que  les  tangentes  menées  de  chacun  d'eux  à  la  parabole 
forment  avec  la  droite  donnée  un  triangle  de  surface  donnée. 

1884.  —  On  donne  une  conique 


aï        «2  —  c^ 
on  joint  un  point  M  de  cette  conique  aux  deux  foyers  F^  F': 

jo  On  demande  d'exprimer  les  coordonnées  du  centre  du  cercle 
inscrit  dans  l'intérieur  du  triangle  MFF',  au  moyen  des  coordonnées 
du  point  M  ; 

2»  Dans  le  cas  où  la  conique  donnée  est  une  ellipse,  on  démon- 
trera que,  si  l'on  considère  les  cercles  inscrits  dans  deux  triangles 
correspondant  à  deux  points  M  et  M'  de  la  conique,  l'axe  radical 
de  ces  deux  cercles  passe  par  le  point  milieu  du  segment  MM'; 

3»  Pour  chaque  position  du  point  M ,  le  rayon  vecteur  FM 
touche  le  cercle  correspondant  en  un  point  P  :  on  déterminera  en 
coordonnées  polaires  l'équation  du  lieu  décrit  par  le  point  P.  (On 
prendra  le  foyer  F  pour  origine  des  rayons  et  l'axe  des  x  pour 
origine  des  angles.) 

Nota.  —  Dans  toutes  ces  questions,,  il  est  nécessaire  de  distinguer 
le  cas  où  la  conique  donnée  est  une  ellipse  de  celui  où  elle  est  une 
hyperbole. 

(Solution  géométrique  par  M.  Mannheim.  —  Nouvelles  Annales  ;  3°  Série, 
t.  III,  p.  449.) 

(Solulioa  par  M.  GoFFART.  —  Nouvelles  Annales;  3°  Série,  t,  \l,  p.SgS.) 

1885.  —  Premier  sujet.  Par  les  deux  foyers  d'une  ellipse  fixe,  on 
fait  passer  une  circonférence  variable  : 

1°  A  quelle  condition  doit  satisfaire  cette  ellipse  pour  que  la  cir- 
conférence puisse  réellement  la  rencontrer  en  quatre  points,  et  dans 
quelle  portion  du  petit  axe  doit-on  placer  le  centre  du  cercle  pour 
qu'il  y  ait  effectivement  quatre  points  réels  d'intersection  ? 

2°  En  chacun  des  points  d'intersection,   on  mène  la  tangente  à 
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l'ellipse,  ces  quatre  droites  forment  un  quadrilatère;  quel  est  le  lieu 
des  sommets  de  ce  quadrilatère  quand  le  cercle  varie  ? 

3°  Quel  est  le  lieu  de  l'intersection  des  côtés  de  ce  quadrilatère 
avec  ceux  d'un  autre  quadrilatère  symétrique  du  premier  par  rapport 
au  centre  de  l'ellipse? 

4°  On  considère  les  tangentes  communes  au  cercle  et  à  l'ellipse. 
Trouver  le  lieu  de  leurs  points  de  contact  avec  le  cercle. 

(Solution  par  M.  Juhel-Renoy.  —  Nouvelles  Annales  ;  3'  Série,  t.  IV,  p.  498.} 
^  Solution  géométrique  par  M.  .Mannheim.  —  Xouvelles  Annales  ;  3*  Série, 

t.  IV,  p.  345.  ) 

Deuxième  sujet.  Soient  les  deux  paraboles  données 
y'^  —  ipi  X  -i-  %x  —  1=0, 

y"^  —  ip^_  x  —  4^  —  3  =  0. 
On  demande 
i"  De  trouver  les  relations  du  second  degré  en  m  et  f 

/i(«,f)  =  o,        /2(«,p)  =  o, 

qui  expriment  que  la  droite 

ux  -^  vy  -^  I  =0 

est  tangente  soit  à  l'une,  soit  à  l'autre  de  ces  courbes  ; 

2°  De  trouver  les  racines  de  l'équation  du  troisième  degré  en  ix 
qui  exprime  que  la  combinaison  linéaire 

/i  -+-  \^A  =  '^ 
se  décompose  en  deux  facteurs  linéaires  en  u  el  v; 

3»  Démontrer  que,  l'une  de  ces  racines  fournissant  une  décompo- 
sition de  la  forme 

«  ("  ï  M  -i-  ^  t?  -+-  Y  )  —  o, 

a,  [ï,  Y  sont  les  coordonnées  homogènes  du  point  de  rencontre  P  des 
deux  tangentes  communes  à  distance  finie  des  deux  paraboles. 

1886.  —  On  donne  un  rectangle  A  B  A' B'.  Deux  hyperboles  équila- 
tères  A  et  B,  ayant  toutes  deux  leurs  asymptotes  parallèles  aux  côtés 
du  rectangle,  passent  :  l'une  A  par  les  sommets  opposés  A  et  A'; 
l'autre  B  par  les  sommets  opposés  B  et  B'. 

I*    Démontrer   que    le    centre   de    l'hyperbole  A   a,    par   rapport 

à  l'hyperbole  B,  la  même  polaire  P  que  le  centre  de  l'hyperbole  B. 

par  rapport  à  Ihyperbole  A;  ?,<>  le  rectangle  restant  fixe,  on  fait  varier 

en  même  temps  les  deux  hyperboles,  de  manière  qu'elles  soient  égales 

R.  —  Ex.  de  Géom.anal.,  II.  :»♦ 
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entre  elles  sans  être  symétriques  par  rapport  à  l'un  des  axes  du 
rectangle  :  examiner  si  elles  se  coupent  en  des  points  réels.  Trouver 
le  lieu  du  milieu  de  la  droite  qui  joint  leurs  centres  et  prouver  que 
la  droite  P  est  constamment  tangente  à  ce  lieu;  3°  si  l'on  prend  une 
quelconque  des  hyperboles  A  et  une  quelconque  des  hyperboles  B, 
il  existe  une  infinité  de  rectangles  ayant,  comme  le  rectangle  donné, 
les  sommets  opposés  sur  chacune  de  ces  hyperboles,  et  les  côtés  paral- 
lèles aux  asymptotes  :  trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  rectangles. 

(Solution  géométrique  par  M.  Mannheim.  — Nouvelles  Annales;?)''  Série, 
t.  V,  p.  4oi,) 

1887.  —  On  donne  dans  un  plan  un  point  w  fixe,  et  deux  axes 
rectangulaires  fixes  Ox,  Oy.  Par  le  point  to,  on  fait  passer  deux 
droites  rectangulaires  rencontrant  O^  en  B  et  D,  Oy  en  A  et  G.  Par 
les  points  A,  B,  on  fait  passer  une  parabole  P  tangente  aux  axesOa^ 
et  Oy  en  ces  points  ;  par  les  points  G,  D,  on  fait  passer  une  parabole  P 
tangente  aux  axes  Ox  et  Oy  en  ces  points. 

On  fait  tourner  les  droites  rectangulaires  AB,GD  autour  du  point  w, 
et  l'on  demande  : 

10  Les  équations  des  paraboles  P,  P',  de  leurs  axes  et  de  leurs 
directrices  ; 

2»  L'équation  du  lieu  du  point  de  concours  des  axes  et  des  direc- 
trices ; 

3°  L'équation  du  lieu  du  point  de  concours  de  leurs  axes,  qui  se 
compose  de  deux  cercles; 

4°  On  prouvera  que  la  distance  des  foyers  est  constante. 

(Solution  par  INl.  Barisien.  —  Nouvelles  Annales;  3«  Série,  t.  VII,  p.  a^^.  ) 

1888.  —  On  donne  un  quadrilatère  plan  OAGB,et  deux  séries  de 
paraboles,  les  unes  tangentes  en  Aet  AG  et  ayant  pour  diamètre  OA, 
les  autres  tangentes  en  B  à  BG  et  ayant  pour  diamètre  OB. 

On  demande  : 

i"  De  trouver  le  lieu  du  point  de  contact  M  d'une  parabole  de  la 
première  série  avec  une  parabole  de  la  deuxième  série; 

2°  D'indiquer,  en  laissant  le  triangle  AOB  invariable,  dans  quelle 
région  du  plan  il  faut  placer  le  point  G  pour  que  le  lieu  soit  une 
ellipse  et  pour  qu'il  soit  une  hyperbole  ; 

3°  De  démontrer,  dans  l'hypothèse  où  OAGB  est  un  parallélogramme, 
que  la  tangente  commune  en  M  aux  deux  paraboles  pivote  autour  du 
point  de  concours  K  des  médianes  du  triangle  ABC; 
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4°  De  trouver,  dans  la  même  hypothèse,  le  lieu  du  point  d'inter- 
section P  de  la  tangente  en  M  aux  deux  paraboles  avec  l'autre  tan- 
gente commune  DE  que  l'on  peut  mener  à  ces  deux  courbes. 

Nota.  —  On  représentera  la  longueur  OA  par  a  et  la  longueur  OB 
par  b. 
(  Solution  par  M.  Brissb.  —  .\ouvelles  Annales:  3*  Série,  t.  VII,  p.  3o5.) 

(Solution  géométrique  par  .M.  Roux.  —  \ouvelles  Annales;  3*  Série 
t.  VII,  p.  384.) 

1889.  —  Étant  donnés,  dans  un  plan,  deux  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  OX  et  OY,  et  deux  séries  de  paraboles  :  les  unes  (  P ), 
de  paramètre/),  tangentes  à  OY  du  côté  des  X  positifs  et  ayant  leur 
axe  parallèle  à  OX;  les  autres  (Q),  de  paramètre  q,  tangentes  à  OX 
du  côté  des  Y  positifs  et  ayant  leur  axe  parallèle  à  OY. 

On  demande  : 

i»  De  trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  d'une  conique  qui  se  dé- 
place, sans  changer  de  grandeur,  en  passant  constamment  par  les 
points  communs  à  l'une  des  paraboles  (P)  et  à  l'une  des  para- 
boles (Q  I  ; 

2"  De  démontrer  que,  quand  on  associe  une  parabole  P  et  une 
parabole  Q,  de  manière  que  la  droite  qui  joint  leurs  foyers  respectifs 
reste  constamment  parallèle  à  une  direction  donnée,  la  somme  des 
angles  que  font  les  tangentes  communes  à  ces  deux  paraboles  avec 
un  axe  fixe,  OX  par  exemple,  demeure  constante;  et  de  trouver, 
dans  ces  conditions,  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  axes  des  deux 
paraboles; 

3»  De  placer  une  parabole  P  et  une  parabole  Q  de  façon  qu'elles 
aient  trois  points  communs  confondus  en  un  seul,  et  de  calculer, 
pour  cette  position  des  deux  courbes,  les  coordonnées  de  leur  point 
commun  et  le  coefficient  angulaire  de  leur  tangente  commune  en  ce 
point  ; 

4°  De  démontrer  que  tout  triangle  circonscrit  à  la  fois  à  l'une 
quelconque  des  paraboles  P  et  à  l'une  quelconque  des  paraboles  Q 
est  inscrit  dans  une  conique  fixe,  et  de  trouver  l'équation  de  cette 
conique. 

1890.  —  On  donne,  dans  un  plan,  une  hyperbole  équilatère  H, 
dont  l'équation  par  rapport  à  ses  axes  pris  pour  axes  de  coordonnées 
est 
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d'un   point  M   du  plan,   ayant  pour  coordonnées  x  :=  p,  y  ^  q,  on 
mène  des  normales  à  celte  courbe. 

On  demande  : 

1°  De  faire  passer  par  les  pieds  de  ces  normales  une  nouvelle  hyper- 
bole équilatère,  dont  les  normales  en  ces  points  soient  concourantes, 
et  de  déterminer  leur  point  de  concours; 

2°  En  désignant  par  K  une  hyperbole  équilatère  satisfaisant  à  cette 
condition,  dans  quelle  région  du  plan  doit  être  placé  le  point  M 
pour  qu'il  y  ait  une  hyperbole  K  correspondant  à  ce  point; 

3"  Quelle  ligne  doit  décrire  le  point  M  pour  que  l'hyperbole  K 
soit  égale  à  l'hyperbole  H. 
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1843.  —  Deux,  courbes  du  second  ordre  sont  doublement  tan- 
gentes; démontrer  que,  si  d'un  point  quelconque  de  la  corde  des  con- 
tacts, on  mène  les  quatre  tangentes  à  ces  coniques,  les  points  de 
contact  sont  en  ligne  droite. 

1844.  —  AT  et  AS  sont  deux  droites  qui  touchent  une  conique 
quelconque  POQ  aux  points  B  et  G;  on  mène  une  troisième  tan- 
gente quelconque  DE,  et  par  les  points  D  et  E  où  elle  rencontre 
les  deux  premières,  on  trace  des  parallèles  à  ces  mêmes  tangentes. 
On  propose  :  i"  de  déterminer  le  lieu  géométrique  des  points  M  de 
rencontre  de  ces  parallèles;  2°  de  reconnaître  que  l'angle  EFD  sous 
lequel  on  voit  de  l'un  des  foyers  F  de  la  conique  POQ,  la  tangente 
mobile  ED  conserve  une  valeur  constante  dans  toutes  les  positions 
de  cette  tangente;  3"  on  examinera  le  cas  particulier  où  POQ  est 
une  parabole  et  l'on  fera  voir  que,  dans  ce  cas,  les  segments  inter- 
ceptés sur  les  portions  AB,  AG  des  tangentes  fixes  par  la  tangente 
mobile  ED  sont  réciproquement  proportionnels. 

1845.  —  Étant  donnés  un  cercle  O  et  une  droite  PP'  perpendicu- 
laire au  diamètre  OH,  trouver  un  point  K  tel  qu'en  menant  par  ce 
point  une  sécante   quelconque  MKM'  et  qu'en  abaissant  des  points 
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M  et  M'  des  perpendiculaires  MP,  ^l'P'  on  ait  la  relation 

1847.  —  On  donne  sur  un  plan  un  nombre  quelconque  de  points 

A,  B,  C,  D, Par  un  point  fixe  O,  choisi  à  volonté  sur  ce  plan,  on 

mène  un  nombre  infini  de  droites  et  sur  chacune  d'elles  on  prend 
une  longueur  OM  réciproquement  proportionnelle  à  la  racine  carrée 
de  la    somme   des  carrés   des   perpendiculaires   abaissées  sur  cette 

droite  des  divers  points  A,  B,  G,  D, On  demande  :  i"  le  lieu  des 

points  M  ainsi  obtenus  ;  2»  s'il  est  toujours  possible,  les  points 
A,  B,  G,  D,  . . .,  étant  fixes,  de  choisir  l'origine  O  de  telle  sorte  que 
ce  lieu  devienne  un  cercle;  3"  d'examiner  si  la  courbe  cherchée  est 
toujours  fermée  par  toutes  les  positions  du  point  O;  4°  quand  cela  a 
lieu,  de  trouver  où  le  point  O  doit  être  placé  pour  que  les  points 
A,  B,  C,  D,  . . .  restant  fixes,  l'aire  totale  soit  la  plus  grande  possible. 

1849.  —  Démontrer  que  si  un  cône  de  révolution  passe  par  une 
ellipse,  la  somme  des  arêtes  aboutissant  aux  extrémités  d'un  même 
diamètre  de  cette  courbe  est  constante. 

Examiner  ce  que  devient  cette  proposition,  lorsqu'à  l'ellipse  on 
substitue  une  hyperbole  ou  une  parabole. 

1850.  —  Application  de  la  construction  des  courbes  à  la  déter- 
mination des  racines  des  équations.  Trisection  d'un  angle. 

On  donne  un  point  A,  centre  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle; 
le  point  G,  centre  de  gravité  du  même  triangle;  le  point  B,  centre 
du  cercle  inscrit;  le  point  G  d'intersection  des  trois  hauteurs  et  leurs 
distances  respectives;  ces  quatre  points  sont  en  ligne  droite.  Trouver 
la  longueur  des  côtés  du  triangle,  et  construire  les  valeurs  données 
par  le  calcul. 

1851.  —  i«  Dans  toute  équation  de  la  forme /(a:)  =  o,  le  nombre 
des  racines  positives  ne  peut  surpasser  le  nombre  des  variations 
que  présente  le  premier  membre. 

20  L'équation  d'une  parabole  rapportée  à  des  coordonnées  rectan- 
gulaires est 

V*  —  ixy  -4-  ar»  —  2/  -r-  I  =  o. 
(a)   Trouver,  par  une  méthode  quelconque,  les  coordonnées  du 
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sommet,  celles  clu  foyer,  la  grandeur  du  paramètre  et  l'équation  de 
l'axe  ; 

(b)  Vérifier  les  résultats  par  une  seconde  méthode  indépendante  de 
la  première. 

3»  Expliquer  comment,  lorsqu'on  cherche  l'équation  de  l'ellipse 
d'après  cette  définition  :  quel  est  le  lieu  des  points  dont  la  somme 
des  distances  à  deux  points  fixes  est  constante,  on  trouve  une  équa- 
tion qui  peut  représenter  en  même  temps  l'ellipse  ou  l'hyperbole, 
suivant  que  la  grandeur  donnée  est  plus  gi-ande  ou  plus  petite  que 
la  distance  des  deux  points. 

1852.  —  i"  Exposer  la  résolution  trigonométrique  des  triangles 
rectilignes  quelconques. 

Application.  —  Etant  donnés 

«  =  II 728™, 35, 

b  =    9682", 87 
et  l'angle  compris 

C  ==82''5'ir,",7, 

trouver  les  autres  parties  du  triangle. 

20  On  donne  une  conique,  ellipse,  hyperbole  ou  parabole,  et  deux 
axes  fixes  qui  passent  par  un  foyer  et  font  entre  eux  un  angle  de  gran- 
deur déterminée.  On  fait  rouler  sur  la  courbe  une  tangente,  et,  par 
les  points  où  cette  droite  rencontre  dans  chacune  de  ses  positions 
les  axes  fixes,  on  mène  deux  autres  tangentes  à  la  courbe;  ces  deux 
dernières  tangentes  se  coupent  en  un  point  dont  on  demande  le  lieu 
géométrique. 

(Solution  par  M.  Kien.  —  Nouvelles  Annales;  3"  Série,  t.  II,  p.  5ii.) 

1856.  —  Lieu  des  milieux  des  cordes  qui  déterminent  dans  la 
parabole  des  segments  équivalents. 

1857.  —  On  donne  un  cône  du  second  degré,  trouver  le  lieu  des 
centres  des  sections  faites  par  des  plans  passant  par  un  point  fixe  ou 
par  une  droite  fixe. 

1858.  —  Partager  la  demi-circonférence  en  trois  arcs  AB,  BG,  CD, 
tels  que  leurs  cordes  soient  proportionnelles  à  trois  longueurs  don- 
nées a,  b,  c. 


2.    —   ÉCOLE   NORMALE.  23* 

T7      1  ■  •  1  corde  \B 

hn  désignant  par  x  le  rapport on  fera  voir  que  x  dé- 
pend d'une  équation  du  troisième  degré.  —  Discuter.  —  Cas  où 
l'on  a 

a  ^  b  ^=  c. 

1859.  —  lo  On  donne  dans  un  plan  un  nombre  quelconque  de 
points  :  trouver  parmi  toutes  les  droites  parallèles  à  une  direction 
donnée,  et  situées  dans  ce  plan,  celle  dont  la  somme  des  carrés  des 
distances  aux  points  donnés  est  un  minimum  ; 

2"  La  direction  de  la  droite  venant  à  varier,  et  les  points  donnés 
restant  les  mêmes,  prouver  que  la  ligne  qui  remplit  la  condition  de 
minimum  énoncée  plus  haut  passe  par  un  point  fixe; 

3»  Combien,  par  un  point  donné  du  plan,  peut-on  faire  passer  de 
lignes,  telles  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  distances  aux  points 
donnés  soit  égale  à  un  carré  donné; 

4°  Il  peut  arriver  que  les  lignes  qui  satisfont  à  la  question  précé- 
dente soient  imaginaires  :  cela  a  lieu  lorsque  le  point  donné  est 
dans  l'intérieur  d'une  certaine  courbe  dont  on  demande  l'équation; 

5o  On  peut  toujours,  quel  que  soit  le  nombre  des  points  donnés, 
et  de  quelque  manière  qu'ils  soient  placés,  les  remplacer  par  trois 
autres,  tels  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  distances  à  une  droite 
quelconque  du  plan  soit  proportionnelle  à  la  somme  des  carrés  des 
distances  des  points  donnés  à  la  même  droite,  ou,  en  d'autres 
termes,  tels  que  le  rapport  des  deux  sommes  de  carrés  soit  le 
même  pour  toutes  les  droites  du  plan; 

(îo  Les  trois  points  définis  dans  la  question  précédente  sont  indé- 
terminés; trouver  la  courbe  sur  laquelle  ils  sont  situés; 

7»  Le  triangle  qui  a  ces  trois  points  pour  sommets,  a  une  surface 
constante. 

(Solution  par  M. iK^T^m.  —  \omelles Annales:  i"  Série,  t.  XVIII,  p.  3-6.) 

1860.  —  r  Dire  comment  on  forme  la  carré  d'un  polynôme;  cal- 
culer le  coefficient  de  j-^  dans  le  développement  de 

{\  ~  ix~^x^  ~  ...  -^  nx"-^  )î, 

k  étant  supposé  moindre  que  n.  On  expliquera  pourquoi  la  formule 
trouvée  n'est  pas  applicable  au  cas  où  k  surpasse  n. 

%"  Trouver  l'intersection  d'un  cône  de  révolution  par  un  plan.  Si 
par  tous  les  points  de  l'intersection  on  élève  des  normales  au  cône, 
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chacune  de  ces  normales  perce  la  surface  en  un  second  point.  On 
demande  la  courbe  formée  par  ces  points. 

(Solution  par  M.  Kessler.  —  Nouvelles  Annales;  i"  Série,  t.  XIX, p.  ^36.  ) 

1861.  —  D'un  point  P  extérieur  à  une  conique,  on  mène  une 
sécante  PAB.  Aux  points  A  et  B  on  mène  des  tangentes  qui  se 
coupent  en  M. 

De  ce  point  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  Ali,  lieu  des  pieds 
de  ces  perpendiculaires. 

Prouver  : 

1°  Que  le  lieu  passe  en  P,  tangente  en  ce  point; 

2°  Que  le  lieu  est  le  même  pour  toutes  les  coniques  homofocales  ; 

3°  Que  le  lieu  peut  être  considéré  comme  le  lieu  des  pieds  des  per- 
pendiculaires abaissées  du  point  P  sur  certaines  droites  qui  sont 
tangentes  à  une  courbe  dont  on  demande  l'équation. 

(Solution  par  M.  G.  Bamet.  —  Nouvelles  Annales •,2'  Série,  1. 1,  p.  i33.) 

1862.  —  On  donne  un  cercle  dans  lequel  on  a  inscrit  une  corde 
AB  de  longueur  donnée;  par  les  extrémités  A  et  B  de  celte  corde 
on  mène  respectivement  des  parallèles  à  deux  droites  données.  On 
demande  le  lieu  décrit  par  leur  point  d'intersection. 

(Solution  par  M.  Haag.  —  Nouvelles  Annales;  2°  Série,  t.  III,  p.  3i3.) 

1863.  —  On  donne  trois  points  fixes  A,  B,  G,  et  une  droite  fixe 
AA'  passant  par  le  point  A;  trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des 
droites  parallèles  à  AA'  et  tangentes  aux  coniques  passant  par  les 
trois  points  A,  B,  G  et  touchant  la  droite  AN'. 

Ce  lieu  est  une  conique;  on  demande  le  lieu  des  foyers  de  ces 
coniques  lorsqu'on  fait  varier  la  position  de  la  droite  AA'. 

(Solution  par  M.  Painvin.  —  Nouvelles  Annales  ;  2°  Série,  t.  III,  p.  357.) 

1864.  —  Etant  donnés  un  triangle  ABG  et  une  droite  AD  passant 
par  le  point  A,  il  y  a  une  infinité  de  courbes  du  second  degré 
passant  par  les  trois  points  A,  B,  G,  et  tangentes  à  la  droite  AD. 
A  chacune  de  ces  courbes  on  mène  des  tangentes  parallèles  à  AD. 
Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  de  contact.  On  reconnaîtra 
que  ce  lieu  est  lui-même  une  courbe  du  second  degré,  et  l'on  cherchera 
le  lieu  des  positions  successives  qu'occuperont  ses  foyers,  lorsque  les 
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points   A.  B,  C  restant  fixes,   la  droite  AD  vient  à   tourner  autour 
du  point  A. 

(Solution  par  M.  Dcrantox.  — Xouvelles  Annales;  2*  Série,  t.  III,  p.  '^bb.  ) 

1865.  —  i"  On  considère  n  variables  x,r,  z,  ...,  u;  décomposer 
le  polynôme 

p  ^  X-  -^y"^  —  z-  —  ...  ^-  iC^  -^  i X  -^ y  —  . . .  -t-  uY 

composé  de  (n-i-  i;  carrés,  en  une  somme  de  n  carrés  de  fonctions 
homogènes  et  du  premier  degré. 

2°  Lieu  des  sommets  des  coniques  passant  par  deux  points,  et  dont 
les  axes  sont  proportionnels  et  parallèles  à  ceux  d'une  coniqpie 
donnée. 

1866.  —  Dans  une  ellipse  donnée,  on  inscrit  un  parallélogramme 
ayant  pour  diagonales  deux  diamètres  conjugués  quelconques  AA',  BB'. 

Aux  sommets  de  ce  parallélogramme,  on  mène  les  normales  à  l'el- 
lipse; ces  normales  forment  un  second  parallélogramme  MNM'N'; 

I"  Démontrer  que  les  diagonales  de  chacun  des  deux  parallélo- 
grammes ABA'B',  MNM'N'  sont  respectivement  perpendiculaires 
aux  côtés  de  l'autre  ; 

2°  Trouver  le  lieu  des  sommets  du  parallélogramme  .M  N  M'  N'. 
quand  on  fait  varier  les  diamètres  conjugués  ; 

3°  Trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  de  la  diagonale  NN'  et  de 
la  tangente  en  M  au  lieu  précédent. 

(Solution  par  M.M.  .\NNEQniN  et  Morel.  —  Nouvelles  Annales:  2'  Série, 
t.  VI,  p.  420.) 

1867.  —  On  donne  deux  droites  rectangulaires  AB,  CD;  et  l'on 
considère  les  hyperboles  ayant  la  droite  AB  pour  asymptote,  et  tan- 
gentes à  la  droite  CD  au  point  fixe  P. 

On  demande  : 

i»Le  lieu  des  foyers  de  toutes  ces  hyperboles; 

2°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  seconde  asymptote  avec  !a 
perpendiculaire  abaissée  du  point  fixe  sur  la  directrice; 

30  Le  lieu  des  points  d'intersection  de  la  seconde  asymptote  avec 
la  droite  qui  joint  le  foyer  au  point  d'intersection  des  deux  droites 
données. 

(Solution  par  M.  Catla.  —  Nouvelles  Annales;  a*  Série,  t.  VI,  p.  489.) 


26*  II«   PARTIE.    —   ÉNONCÉS. 

1868.  —  On  donne  une  ellipse  et  un  point  P  situé  dans  le  plan  de 
la  courbe.  Déterminer  le  lieu  des  sommets  des  cônes  qui  ont  pour 
directrice  l'ellipse,  et  dont  l'un  des  trois  axes  de  symétrie  passe  par 
le  point  P. 

1869.  —  Etant  donnés  un  rectangle  et  un  point  P  dans  le  plan 
<le  ce  rectangle,  par  le  point  P  on  mène  une  droite  quelconque  PQ, 
et  l'on  imagine  les  deux  coniques  qui  passent  par  les  quatre  sommets 
du  rectangle  et  qui  sont  tangentes  à  la  droite  PQ.  Soient  E,  E'  les 
deux  points  de  contact  et  M  le  point  milieu  de  la  droite  EE';  cher- 
cher l'équation  du  lieu  décrit  par  le  point  M,  quand  on  fait  tourner 
la  droite  PQ  autour  du  point  P. 

On  construira  le  lieu  dans  les  hypothèses  suivantes;  le  rectangle 
se  réduit  à  un  carré  dont  le  côté  est  aa,  et  si  l'on  prend  pour  axes 
des  coordonnées  les  parallèles  aux    côtés  du  carré  menées  par  son 

centre,  les  coordonnées  du  point  P  sont  x  =^  -,  y  =r  -  . 

4  4 

{\o\r  Nouvelles  Annales  ;  2^Série,t.  VIII,p.  877. —  Solution  par  M.  Saltel. 
—  2'  Série,  t.  VIII,  p.  438.  ) 

1870.  —  Par  l'axe  transverse  d'une  hyperbole  donnée  on  mène 
un  plan  P  faisant  un  angle  a  avec  le  plan  de  la  courbe,  puis  dans  le 
plan  P  une  droite  OZ  perpendiculaire  à  cet  axe  transverse;  trouver 
l'équation  de  la  surface  de  révolution  décrite  par  la  rotation  de 
l'hyperbole  autour  de  OZ. 

Construire  la  section  méridienne  de  la  surface,  en  supposant 
l'hyperbole  équilatère,  la  droite  OZ  menée  par  l'un  des  sommets  de 

la  courbe  et  l'arc  a  égal  à  —  • 
4 

1872.  —  Par  un  point  fixe  A,  pris  sur  une  surface  du  second 
degré  donnée,  on  mène  tous  les  plans  qui  coupent  la  surface  suivant 
des  courbes  dont  l'un  des  sommets  est  en  A  : 

1°  Trouver  le  lieu  de  celui  des  axes  de  la  section  qui  passe  par  le 
point  A; 

20  Trouver  le  lieu  du  point  où  le  diamètre  conjugué  du  plan 
sécant,  relativement  à  la  surface  donnée,  rencontre  le  plan  tangent 
à  cette  surface  au  point  A; 

3»  Construire  ce  dernier  lieu  dans  le  cas  où  le  plan  tangent  en  A 
coupe  la  surface  donnée  suivant  deux  droites  rectangulaires. 

(Solution  par  M.  Gentv.  —  Nouvelles  Annales;  2°  Série,  t.  XVII,  p.  3io.) 
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1873.  —  Étant  donnés  une  ellipse  A  et  un  point  P  dans  son  plan, 
de  ce  point  P  on  mène  des  normales  à  l'ellipse  A  et  l'on  considère  la 
conique  Bqui  passe  par  le  point  P  et  les  pieds  des  quatre  normales: 

lo  Trouver  les  coordonnées  du  centre  de  cette  conique  B  et  celles 
de  ses  foyers  ; 

2»  Trouver  le  lieu  C  du  centre  et  le  lieu  D  des  foyers  de  la 
conique  B,  lorsque  l'ellipse  A  varie  de  manière  que  ses  foyers  res- 
tent fixes; 

3°  Trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  du  lieu  D  et  de  la 
droite  OP,  lorsque  le  point  P  décrit  un  cercle  de  rayon  donné  et 
avant  pour  centre  le  centre  O  de  l'ellipse  A. 

(Solution  par  M.  Brisse.  —  .\ouvelles  Annales;  1'  Série,  t.  \III,  p.  88.) 

1874.  —  1°  Par  les  trois  sommets  d'un  triangle  rectangle  on  fait 
passer  des  paraboles;  on  mène  à  ces  paraboles  des  tangentes  paral- 
lèles à  l'hypoténuse  du  triangle  donné  :  on  demande  le  lieu  des 
points  de  contact. 

2"  Le  lieu  cherché  est  une  conique  qui  coupe  chacune  des  para- 
boles en  quatre  points  :  on  demande  le  lieu  décrit  par  le  centre  de 
gravité  du  triangle  formé  par  les  sécantes  communes  qui  ne  passent 
pas  par  l'origine. 

(Solution  par  M.  Jacob.  —  \ouveUes  Annales;  2*  Série,  t.  XIV,  p.  222.) 

1875.  —  Trouver  le  lieu  des  pieds  des  normales  menées  d'un  point 
donné  P  à  une  série  d'ellipses  qui  ont  un  sommet  commun  B,  la 
même  tangente  en  ce  point,  et  telles  que,  pour  chacune  d'elles,  le 
rapport  de  l'axe  parallèle  à  la  tangente  commune  au  second  axe  soit 
égal  à  une  constante  donnée  k. 

Construire  le  lieu  dans  les  cas  particuliers  suivants  :  on  prendra 
le  point  P  sur  la  bissectrice  de  l'un  des  angles  formés  par  la  tan- 
gente et  la  normale  communes  à  toutes  les  ellipses  en  B,  et  l'on 
attribuera  à  k  successivement  l'une  des  valeurs  j/S  et  2. 

(Solution  par  M.  Morkt-Blaxc. — Nouvelles  Annales;  2'Série.t.  W,  p.  370.  ) 

1876.  —  On  considère  toutes  les  paraboles  tangentes  à  deux 
droites  rectangulaires  OX,  OY  et  telles  que  la  droite  PQ  qui  joint 
leurs  points  de  contact  P,  Q  avec  les  deux  droites  passe  par  un  point 
fixe  donné  A  : 

lo  On  demande  le  lieu  du  point  d'intersection  de  la  normale  en 
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P  à  l'une  de  ces  paraboles  avec  le  diamètre  de  la  même  courbe  pas- 
sant en  Q; 

2°  On  demande  de  déterminer  le  nombre  des  paraboles  réelles  qui 
passent  par  un  point  quelconque  du  plan; 

3°  On  demande  l'équation  du  lieu  des  points  de  rencontre  de  deux 
paraboles  satisfaisant  aux  conditions  proposées  et  dont  les  axes  font 
un  angle  donné. 

On  construira  ce  lieu  dans  le  cas  où  l'angle  donné  est  un  angle  de 
450  et  où  le  point  donné  A  est  sur  la  droite  OX. 

(Solution  par  M.  Moret-Blanc.  —  Nouvelles  Annales  ;  2°  Série,  t.  XVI,  p.  2 18.  ) 

1877.  —  On  considère  toutes  les  coniques  circonscrites  à  un 
triangle  ABC  rectangle  en  A,  et  telles  que  les  tangentes  en  B  et  G  à 
ces   coniques  aillent   se  couper  sur  la  hauteur  du  triangle. 

On  demande  : 

i»  Le  lieu  du  point  de  concours  des  normales  en  B  et  G  à  ces 
coniques; 

2»  Le  lieu  des  centres  de  ces  coniques;  on  distinguera  les  points 
du  lieu  qui  sont  centres  des  ellipses  de  ceux  qui  sont  centres  des 
hyperboles  ; 

3<*  Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  quelconque  D.  Ge  lieu  est  une 
conique.  On  considère  toutes  les  droites  D  pour  lesquelles  cette 
conique  est  une  parabole,  et  l'on  demande  le  lieu  des  projections  du 
point  A  sur  ces  droites. 

(Solution  par  M.Tourrettes.  —  Nouvelles  Annales  ;  2°  Série,  t.  XVII,  p.  igS.  ) 

1878.  —  On  donne  une  conique  et  deux  points  fixes  A  et  B  sur 
cette  courbe.  Une  circonférence  quelconque  passant  par  les  deux 
points  A  et  B  rencontre  la  conique  en  deux  autres  points  variables 
G  et  D;  on  mène  les  droites  AG,  BD  qui  se  coupent  en  M,  les  droites 
AD,  BG  qui  se  coupent  en  N. 

Déterminer  : 

1°  Le  lieu  des  points  M  et  N; 

20  Le  lieu  des  points  de  rencontre  de  la  droite  MN  avec  la  circon- 
férence à  laquelle  elle  correspond. 
On  construira  les  deux  lieux. 

(  Solution  par  M.  Guillet.  —  Nouvelles  Annales  ;  2°  Série,  t.  XVIII,  p.  288.  ) 

1879.  —  Etant  donnés  un  tétraèdre  OABG  défini  par  l'angle 
trièdre  O  et  les  longueurs  4 «j  4 6,  4c  des  trois  arêtes  OA,  OB,  OG. 
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i»  Démontrer  que  l'ellipsoïde  qui  admet  pour  diamètres  conjugués 
les  trois  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  deux  à 
deux  est  tangent  aux  six  arêtes  du  tétraèdre; 

20  Trouver  l'intersection  de  cet  ellipsoïde  et  de  l'hyperboloïde 
engendré  par  une  droite  mobile  qui  s'appuie  sur  trois  droites  menées, 
l'une  par  le  milieu  de  OA  parallèlement  à  OC,  la  seconde  par  le 
milieu  de  OG  parallèlement  à  OB  et  la  troisième  par  le  milieu  de 
OB  parallèlement  à  OA; 

3°  Par  chacun  des  points  où  la  droite  mobile  perce  la  surface  de 
l'ellipsoïde,  on  mène  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  en  l'autre 
point  :  démontrer  que  ces  deux  plans  passent  par  le  centre  de 
l'ellipsoïde  et  trouver  le  lieu  de  leur  intersection. 

(Solution  par  M.  Griess.  —  Nouvelles  Annales;  2'  Série,  t.  XX,  p.  27.) 

1880.  —  Étant  donné  un  paraboloïde  hyperbolique,  on  considère 
une  génératrice  rectiligne  A  de  cette  surface  et  la  génératrice  B  du 
même  système  qui  est  perpendiculaire  à  la  première;  par  les  points 
a  et  6  où  ces  droites  sont  rencontrées  par  leur  perpendiculaire 
commune  passent  deux  génératrices  rectilignes  A'  et  B'  de  l'autre 
système;  soient  a'  et  b'  les  points  où  les  deux  droites  A'  et  B'  sont 
rencontrées  par  leur  perpendiculaire  commune  : 

i"  Trouver  le  lieu  des  points  a  et  b,  et  celui  des  points  a'  et  b', 
quand  la  droite  A  décrit  le  paraboloïde; 

2"  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  A  et  B' 
ou  A'  et  B  ; 

3°  Calculer  le  rapport  des  longueurs  a'b'  et  ab  des  perpendicu- 
laires communes,  et  étudier  la  variation  de  ces  longueurs. 

(Solution  de  M.  Gribss.  —  Nouvelles  Annales;  1"  Série,  t.  XX,  p.  120.) 

1881.  —  On  considère  la  courbe  du  troisième  ordre 

1"  On  demande  la  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  para- 
mètres m  el  n  pour  que  la  droite 

y  =  mx  -h  n 

soit  tangente  à  cette  courbe; 

2°  On  demande  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  la  courbe 
proposée  deux  tangentes  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de 
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la  conique  représentée  par  l'équation 

a:2  -+-yi  -\-  -xaxy  =  B  ; 

3°  Par  un  point  A  pris  sur  la  courbe,  on  mène  des  sécantes  cou 
pant  cette  courbe  en  deux  points  variables  M,  M'.  On  demande  le 
lieu  du  milieu  des  segments  MM'. 

Discuter  la  forme  de  ce  lieu  et  indiquer  les  arcs  qui  répondent 
à  des  sécantes  pour  lesquelles  les  points  M,  M'  sont  réels. 

(Solution  par  M.  Moret-Blanc.  —  Nouvelles  Annales  ;  3°  Série,  1. 1,  p.  1 14.  ) 

1882.  —  Soit  un  point  fixe  donné  P  ayant  pour  coordonnées  a 
et  b  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY,  et  soient  A 
et  B  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  P  sur  ces 
deux  axes.  On  considère  les  courbes  du  second  ordre  tangentes  aux 
deux  axes  en  ces  points  A  et  B;  du  point  P  on  mène  à  chacune  de 
ces  courbes  deux  normales  variables  PM,  PM': 

1°  Déterminer  l'équation  de  la  droite  MM'  qui  joint  les  pieds  des 
normales  variables,  et  démontrer  que  cette  droite  passe  par  un 
point  fixe; 

20  Déterminer  l'équation  de  la  courbe  G  lieu  des  points  M  et  M'. 
Construire  la  courbe  G,  dans  l'hypothèse  «  =  26,  au  moyen  de 
coordonnées  polaires  ayant  le  point  O  pour  pôle. 

1883.  —  On  donne  la  cissoïde  qui,  rapportée  à  des  axes  de  coor- 
données rectangulaires,  a  pour  équation 

x{cr^  H- j2)  _  ay^. 

Soient  x',y'  les  coordonnées  d'un  point  M  du  plan.  On  propose 
de  former  :  i»  l'équation  du  troisième  degré  qui  a  pour  racines  les 
coefficients  angulaires  des  droites  qui  joignent  l'origine  aux  points 
de  contact  des  trois  tangentes  à  la  cissoïde  issues  du  point  M; 
2»  l'équation  du  cercle  qui  passe  par  ces  trois  points  de  contact. 

Montrer  que  si  les  trois  tangentes  sont  réelles,  le  point  M  est 
intérieur  au  cercle. 

On  considère  l'ensemble  des  cercles  G„i  dont  chacun  jouit  de 
cette  propriété  que  les  tangentes  à  la  cissoïde  en  trois  des  quatre 
points  où  il  la  rencontre  concourent  en  un  même  point;  soit  M  ce 
point  de  concoui's  pour  le  cercle  G,„. 

On  demande  le  lieu  des  centres  des  cercles  G,„  qui  passent  par 
un  point  donné  P  du  plan,  ainsi  que  le  lieu  des  points  M  relatifs  à 
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ces  cercles.  On  examinera  en  particulier  le  cas  où  le  point  P  est 
situé  sur  la  cissoïde  et  ne  fait  pas  partie  des  trois  points  communs 
au  cercle  G„j  et  à  la  cissoïde  pour  lesquels  les  tangentes  con- 
courent. 

Combien  passe-t-il  de  cercles  G„j  par  deux  points  donnés  P,  Q  du 
plan? 

Peut-on  disposer  de  ces  deux  points  de  façon  qu'ils  appartiennent 
à  une  infinité  de  cercles  G,„? 

1884.  —  a  el  b  désignant  les  coordonnées  rectilignes  rectangu- 
laires d'un  point  M,  quelle  est,  pour  chaque  position  de  ce  point,  la 
nature  des  racines  de  l'équation 

On  construira,  en  particulier,  le  lieu  des  positions  du  point  M 
pour  lesquelles  l'équation  admet  une  racine  double,  en  calculant  les 
coordonnées  d'un  point  du  lieu  en  fonction  de  cette  racine. 

1885.  —  1°  Soit  une  ellipse  E  dont  le  grand  axe  et  la  distance 
focale  sont  respectivement  égaux  à  2  a  et  2  c.  Du  foyer  F  de  cette 
ellipse  comme  centre,  on  décrit  une  circonférence  G  dont  le  ravon 
est  égal  à  \/'j>.  {a-  H-  c^). 

D'un  point  quelconque  P  de  la  circonférence  G,  on  mène  une  tan- 
gente Pi  P2  à  l'ellipse,  P2  désignant  le  second  point  de  rencontre  de 
cette  droite  avec  la  circonférence.  On  mène  de  même  la  tangente 
Pj  P3  à  l'ellipse,  puis  la  tangente  P3  P4. 

On  demande  de  démontrer  que  la  seconde  tangente  menée  à 
l'ellipse  par  le  point  P^  passe  par  le  point  initial  P|. 

2"  On  considère  la  fonction  de  x, 

sin  \  m  f  arc  cos^)] 

y  ^  7== — 

^i  —  x^ 

où  m  est  une  constante  donnée. 

(a)  Montrer  que  cette  fonction  satisfait  à  la  relation 

(\r*  —  i)/'  -f-  3  xy'  —  (m*  —  i)y  =  o, 

y  ei  y"  désignant  les  dérivées  premières  et  secondes  de  la  fonctionj)-. 

(b)  En  supposant  que  m  soit  un  entier  positif,  on  demande  d'établir 
que  l'on  peut  satisfaire  à  l'identité  précédente  en  prenant  pour  jk  un 
polynôme  en  x. 
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Après  avoir  trouvé  le  degré  de  ce  polynôme,  on  cherchera  la 
forme  de  ses  coefficients. 

1886.  —  On  considère  les  courbes  du  troisième  degré  C,  repré- 
sentées par  l'équation 

x'^y  -\-  a^x  =  1, 

où  X  désigne  un  paramètre  variable. 

On  demande  de  démontrer  qu'il  existe  deux  courbes  de  cette 
espèce  tangentes  à  une  droite  quelconque  D  du  plan,  ayant  pour 
équation 

y  =  mx-hp, 

et  de  calculer  les  coordonnées  des  deux  points  de  contact  M  et  M'. 
Distinguer  les  droites  D  pour  lesquelles  ces  deux  points  sont  réels,  des 
droites  pour  lesquelles  ils  sont  imaginaires.  Examiner  pour  quelles 
positions  de  la  droite  D  les  deux  points  M  et  M' viennent  se  confondre 
en  un  seul,  et  trouver,  dans  ce  cas,  le  lieu  décrit  par  le  point  de 
contact. 

Connaissant  les  coordonnées  (a,  P)  d'un  point  de  contact  M  d'une 
courbe  G  avec  une  droite  D,  trouver  les  coordonnées  (a',  P')  du  second 
point  de  contact  M'  situé  sur  D.  Construire  la  courbe  décrite  par  le 
point  M'  lorsque  le  point  M  décrit  la  ligne  droite 

P  =  a  —  2a. 

(Solution  par  M.  de  Crês.  —  Nouvelles  Annales;  3«  Série,  t.  VI,  p.  869.) 

1887.  —  On  considère  la  surface  (dite  cylindroïde)  qui,  rappor- 
tée à  des  axes  rectangulaires,  a  pour  équation 

z  (x^  -4-72)  —  m  (x^  —72)  =  o. 

Soit  M  un  point  de  l'espace,  dont  les  coordonnées  sont  x',  y',  z'; 
on  propose  de  mener  de  ce  point  des  normales  au  cylindroïde. 

lo  Désignant  par  a,  p,  y  les  coordonnées  du  pied  de  l'une  quel- 
conque des  normales  abaissées  du  point  M  sur  le  cylindroïde,  on  for- 
mera l'équation  du  quatrième  degré  (I)  ayant  pour  racines  les  valeurs 

de  ->  l'équation  (II)  ayant  pour  racines  les  valeurs  de  y,    et  l'on 
a 

montrera  comment,  des  racines  de  l'une  au  de  l'autre  de  ces  équa- 
tions, on  déduirait  les  coordonnées  des  pieds  des  normales  cher- 
chées; 

2°  Sur  quel  lieu  doit  se  trouver  le  point  M  pour  que  l'équation  (I) 
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soit  réciproque?  Trouver,  en  supposant  le  point  M  sur  ce  lieu,  les 
coordonnées  des  pieds  des  normales; 

3"^  Sur  quel  lieu  doit  se  trouver  le  point  M  pour  que  l'équation  (II) 
ait  une  racine  double  égale  à  z'I  En  supposant  le  point  M  situé  sur 
ce  lieu,  reconnaître  si  les  racines  de  l'équation  (II),  différentes  de 
z',  sont  réelles  ou  imaginaires. 

4<>  Que  représente  l'équation  (II)  quand  on  y  regarde  l'inconnue 
comme  une  constante  et  x,  y',  z  comme  les  coordonnées  d'un  point 
variable  ? 

(Solution  anonyme.  —  Nouvelles  Annales;  3*  Série,  t.  VIT,  p.  293.) 

1888.  —  1°  Un  polynôme /(:r)  du  degré  n  vérifie  l'identité 

nf{x)  --=  {X  —  a)/'(x)  +  bfix). 

(a)  Chercher  les  coefficients  de /(a:),  ordonné  suivant  les  puis- 
sances àt  {x  —  a); 

(6)  Chercher  les  conditions  de  réalité  des  racines; 

(c)  Prouver  que  si  b^,  est  la  valeur  absolue  de  b,  les  racines 
de/(ar)  sont  comprises  entre 


/n(x  —  ï)  /n 


— 60; 


2»  Construire  la  courbe  représentée  par  l'équation 

x{x^  —  y'^f-^\xy{x—yy--  .\y  {iy —'^x)  =  o. 
(Solution  par  M.  Ch.  Bri33e.  —  Nouvelles  Annales;  i'  Série,  t.  VII,  p.  3i^.) 

1889.  —  1°  Déterminer  un  polynôme  entier  en  x  du  septième  degré 
/(a:),  sachant  que/(a7)-T-  i  est  divisible  par  (a;—  i)*et/(a:) —  i 
par  {x -\-  \)'*.  Quel  est  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation 
f{x)=ol 

•2°  On  considère  dans  un  plan  une  parabole  (P)  et  une  ellipse  (E) 
représentées  respectivement  par  les  deux  équations 

(P)  y*  —  p  X  =  o, 

(E)  j'2-f-4^*— 4  =0 

et  un  point  M  de  coordonnées  (a,  P).  On  demande  de  trouver  sur  la 

parabole  (P)  un  point  Q  tel  que  le  pôle  de  la  droite  MQ  par  rapport 

à  l'ellipse  (E)  soit  situé  sur  la  tangente  en  Q  à  la  parabole.  Trouver 

R.  —  Ex.  de  Géant,  anal.,  II.  3* 
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le  nombre  de  solutions  réelles  du  problème   suivant  la  position  du 
point  M  dans  le  plan. 

1890.  —  1°  Entre  les  coordonnées  a'jjK  d'un  point  A  et  les  coordon- 
nées u,  V  d'un  point  B,  on  établit  les  relations 

_    «3  -i-  X  UV^  _  P3  _1-  X  (7/2 

^~        «2  +  t;2       '  y   -      u^^v'l     ' 

où  X  est  un  nombre  positif  donné. 

Après  avoir  déduit  de  ces  relations  l'équation  qui  relie  les  coeffi- 
cients angulaires  a,  j3  des  droites  qui  joignent  l'origine  aux  points  A, 
B,  on  montrera  que,  en  général,  à  chaque  point  A  correspondent 
trois  positions  du  point  B  :  ces  points  Bj,  Ba,  B3  peuvent-ils  être 
réels  et  distincts?  Où  le  point  A  doit-il  se  trouver  pour  qu'il  en  soit 
ainsi?  Sur  quel  lieu  doit-il  être  situé  pour  que  deux  de  ces  points, 
B2  et  B3,  par  exemple,  soient  confondus?  Si  le  point  A  décrit  ce  lieu, 
quels  sont  les  lieux  décrits  par  les  points  confondus  B2,  B3  et  par  le 
point  Bi? 

2°  Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oj,  on  prend  sur 
l'axe  des  x  un  point  fixe  A,  sur  l'axe  des  y  un  point  fixe  B,  et 
l'on  mène  par  le  point  O  une  parallèle  à  la  droite  AB.  On  considère 
un  système  de  trois  cercles  assujettis  à  avoir  même  axe  radical  et  à 
être  tangents,  le  premier  en  A  à  l'axe  des  x,  le  second  en  B  à  l'axe 
des^,  le  troisième  en  O  à  la  parallèle  à  AB. 

Démontrer  que  l'axe  radical  des  trois  cercles  passe  par  un  point 
fixe. 

Trouver  le  lieu  des  points  communs  à  ces  trois  cercles  :  on  indi- 
quera quelle  est  en  général  la  forme  de  cette  courbe,  et  l'on  exami- 
nera en  particulier  le  cas  où  l'angle  en  A  du  triangle  OAB  est  égal 

^1- 


III.  —  École  Centrale. 


1863.  —  Première  Session.  On  donne  une  parabole  et  un  point 
fixe  I  dans  son  plan.  Par  le  sommet  A  de  la  parabole,  on  mène  une 
corde  quelconque  AB  :  on  projette  le  point  B  en  G  sur  la  tangente 
au  sommet  et  l'on  joint  le  point  G  au  point  I.  La  droite  GI  rencontre 


I 


3.    —   ÉCOLE   CENTRALE.  35' 

la  droite  AB  en  un  point  dont  on  demande  le  lieu.  —  Discuter  en 
faisant  varier  la  position  du  point  I  dans  le  plan  et  examiner,  en 
particulier,  le  cas  où  le  point  I  est  au  foyer  de  la  parabole  donnée. 

Deuxième  Session.  On  donne  deux  droites  fixes  RR'  et  SS'  qui  se 
coupent  en  un  point  O  et,  dans  le  plan  de  ces  deux  droites,  on  fait 
mouvoir  une  troisième  droite  PQ'  de  longueur  variable,  de  façon  que 
le  triangle  POQ  formé  par  la  droite  mobile  et  les  deux  droites  fixes 
ait  une  aire  constante.  Au  point  P  où  la  droite  PQ  rencontre  RR'  on 
mène  une  perpendiculaire  à  RR';  de  même  au  point  Q  où  la  droite 
PQ  rencontre  SS',  on  mène  une  perpendiculaire  à  SS'.  Trouver 
l'équation  du  lieu  décrit  par  le  point  de  rencontre  .M  de  ces  deux 
perpendiculaires.  On  construira  ce  lieu  et  l'on  déterminera  ses  axes 
en  grandeur  et  en  position. 

1864.  —  Première  Session.  On  donne  un  triangle  ABC  rectangle 

en  A  et  isoscèle.  P  étant  un  point  pris  dans  le  plan  de  ce  triangle, 

on  mène  la  droite  BP  qui  coupe,  en  un  certain  point  D,  le  côté  AC 

prolongé    s'il    le    faut.    Sur    BD    on    prend     un   point    R    tel   que 

BP        ,  DP      ,    ,  ,        . 

— —  =  k  Y7H  '  ^  étant  une  constante  donnée. 
BR  DR 

On  demande  : 

1°  De  trouver  le  lieu  du  point  R  lorsque  le  point  P  parcourt  le 
cercle  décrit  sur  AC  comme  diamètre  ; 

2°  De  trouver  le  lieu  des  positions  successives  qu'occupe  le  centre 
du  lieu  précédent  lorsqu'on  fait  varier  le  paramètre  k. 

Deuxième  Session.  Étant  donnée  une  ellipse  dont  F  est  l'un  des 
foyers  et  O  le  centre,  on  décrit  un  cercle  sur  le  grand  axe  comme 
diamètre.  Une  perpendiculaire  au  grand  axe  rencontre  l'ellipse  au 
point  P  et  le  cercle  au  point  Q;  on  mène  les  droites  FP  et  OQ  qui 
se  rencontrent  en  M.  On  demande  le  lieu  des  points  M  lorsque  la 
droite  PQ  se  transporte  parallèlement  à  elle-même. 

1865.  —  Première  Session.  On  donne  une  parabole  et  un  point 
fixe  dans  son  plan.  Un  angle  droit  se  meut  dans  le  plan  de  la  courbe 
de  manière  que  le  sommet  de  cet  angle  décrive  la  directrice  de  la 
parabole  et  que  l'un  de  ses  côtés  passe  constamment  par  le  point 
fixe  donné.  On  demande  le  lieu  des  milieux  des  cordes  interceptées 
par  la  parabole  sur  l'autre  côté  de  l'angle. 
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Lorsque  la  position  du  point  (i\e  varie,  le  lieu  obtenu  se  modifie 
quelle  ligne  décrit  le  sommet  de  ce  lieu,  lorsque  le  point  fixe  se  meut 
sur  une  droite  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  parabole  donnée? 

Deuxième  Session.  On  donne  une  circonférence  O  et  deux  points 
fixes  E  et  F  dans  le  plan  de  la  circonférence;  puis  deux  diamètres 
rectangulaires  OA  et  OB  de  la  circonférence.  On  mène  à  cette  cir- 
conférence une  tangente  quelconque  CD,  qui  coupe  respectivement 
les  diamètres  en  G  et  en  D;  on  joint  le  point  G  au  point  fixe  E,  et 
le  point  D  à  l'autre  point  fixe  F  et  l'on  demande  le  lieu  des  intersec- 
tions des  droites  telles  que  GE  et  DF. 

On  étudiera  séparément  ce  lieu  : 

1°  Lorsque  le  point  E  s'éloigne  à  l'infini  dans  la  direction  OB,  et 
le  point  F  dans  la  direction  OA  ; 

2°  Lorsque  les  trois  points  E,  F,  O  sont  en  ligne  droite. 

1866.  —  Première  Session.  i°  Démontrer  que,  lorsqu'une  conique 
passe  par  les  quatre  sommets  d'un  parallélogramme,  elle  admet  un 
système  de  diamètres  conjugués  parallèles  aux  côtés  de  ce  parallélo- 
gramme. 

2°  On  donne  un  angle  droit  xOy  et  une  droite  fixe  AB,  dans  son 
plan.  D'un  point  quelconque  M  pris  sur  la  droite  AB,  on  abaisse  les 
perpendiculaires  MP,  MQ  sur  les  droites  Ox,  Oy  et  l'on  fait  passer 
par  les  quatre  sommets  du  rectangle  OPMQ  une  hyperbole  équi- 
latère. 

On  demande  le  lieu  décrit  par  les  sommets  de  cette  hyperbole 
équilalère  quand  le  point  M  parcourt  la  droite  donnée  AB. 

Deuxième  Session.  On  donne  un  triangle  ABG  ;  d'un  point  quel- 
conque P  pris  sur  le  côté  AB,  on  abaisse  PQ  perpendiculaire  sur 
AG;  on  mène  les  droites  BQ  et  GP  qui  se  coupent  au  point  M. 

1°  On  demande  le  lieu  de  ce  point  M,  quand  le  point  P  parcourt 
la  droite  indéfinie  AB; 

2"  Les  droites  indéfinies  AB  et  AG  restant  fixes,  on  fait  tourner  la 
droite  BG  autour  d'un  point  fixe  I  pris  sur  cette  droite:  on  demande 
le  lieu  du  centre  du  lieu  précédent. 

1867.  —  Première  Session.  On  donne  deux  droites  parallèles 
AL,  A'L',  une  droite  AA' perpendiculaire  à  ces  deux  droites  et  un 
point  P  sur  AA'.  Par  ce  point  P  on  mène  une  droite  quelconque  ren- 
contrant les  parallèles  AL,  A'L'  aux  points  B  et  B';^  par  les  quatre 
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points  A.  A',  B.  B'  on  fait  passer  une  hyperbole  équilatère  et  l'on 
demande  : 

10  Le  lieu  des  centres  de  ces  hyperboles  quand  la  droite  PBB' 
tourne  autour  du  point  P; 

2°  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  à  ces  hyperboles 
parallèles  à  la  droite  AL  et  le  lieu  des  points  de  contact  des  tan- 
gentes parallèles  à  AA'; 

30  Etant  donnée  une  position  particulière  de  la  droite  PBB',  con- 
struire géométriquement  les  asymptotes  de  l'hyperbole  équilatère  qui 
passe  par  les  quatre  points  A,  B,  A',  B'  et  reconnaître  si  les  deux 
points  A  et  B  appartiennent  à  la  même  branche  ou  à  deux  branches 
différentes  de  cette  hyperbole. 

Deuxième  Session.  On  donne  le  foyer  et  la  directrice  d'une  ellipse 
d'excentricité  variable.  Par  le  foyer  on  mène  une  droite  dont  l'angle 
avec  la  directrice  a  pour  sinus  l'excentricité.  Trouver  et  construire 
le  lieu  des  points  d'intersection  de  cette  droite  avec  l'ellipse  variable. 

1868.  — Première  Session.  Soit  un  parallélogramme  OABC;  sur 
la  diagonale  OG  on  prend  un  point  I  quelconque  et  l'on  considère 
une  conique  S  ayant  le  point  I  pour  centre,  et  passant  aux  trois 
points  O,  A,  B.  A  cette  conique  on  mène  des  tangentes  parallèles  les 
unes  à  OA,  les  autres  à  OB,  et  l'on  demande  le  lieu  des  points  de 
contact  de  ces  tangentes  lorsque  le  point  I  parcourt  la  droite  indé- 
finie OC.  Sur  les  lieux  trouvés,  on  séparera  les  parties  qui  corres- 
pondent au  cas  où  la  conique  considérée  S  est  du  genre  ellipse,  de  celles 
qui  correspondent  au  cas  où  cette  conique  est  du  genre  hyperbole. 

Deuxième  Session.  On  donne  dans  un  plan  deux  ellipses  concen- 
triques dont  les  axes  coïncident  en  direction  et  une  droite  AB.  Par 
un  point  P  pris  sur  cette  droite,  on  mène  des  tangentes  aux  deux 
ellipses,  puis  les  cordes  de  contact  qui  leur  correspondent  dans 
chaque  ellipse  :  ces  cordes  se  rencontrent  en  un  point  AL  On  de- 
mande : 

lo  Le  lieu  du  point  M  lorsque  le  point  P  parcourt  la  droite  AB; 

9."  Le  lieu  du  centre  du  lieu  du  point  M  lorsque  la  droite  AB  tourne 
autour  du  centre  Odes  deux  ellipses  en  restant  à  une  distance  con- 
stante de  ce  point. 

1869.  —  Première  Session.  Soient  O^,  Oy  deux  axes  rectangu- 
laires, II  un  point  fixe  de  l'axe  O^-,  ayant  pour  ordonnée  h.  On  sait 
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que  l'équation  générale  des  coniques  qui  ont  un  foyer  au  point  O, 
passent  au  point  H,  et  dont  l'axe  focal  est  situé  surOa",  est 

(l)  /2  (^2  -^yt)       ^  A2  (x  —  /)2  =  O, 

dans  laquelle  le  paramétre  variable  /  représente  l'abscisse  du  pied  de 
la  directrice  qui  correspond  au  foyer  O.  Gela  posé,  on  demande  de 
résoudre  les  questions  suivantes  : 

i"  On  considère  l'une  quelconque  des  coniques  représentées  par 
l'équation  (i);  on  mène  par  le  point  O  une  parallèle  à  la  tangente 
à  cette  conique  au  point  H.  Cette  parallèle  rencontre  la  conique  en 
deux  points;  et  l'on  demande  le  lieu  de  ces  points  quand  on  fait 
varier  l. 

Sur  ce  lieu,  on  séparera  les  parties  qui  correspondent  au  cas  où  la 
conique  est  une  ellipse  de  celles  qui  correspondent  au  cas  où  elle 
est  une  hyperbole; 

2°  On  considère  l'une  quelconque  des  hyperboles  représentées  par 
l'équation  (i);  par  le  point  O  on  mène  des  parallèles  auv  asymp- 
totes de  cette  hyperbole,  et  l'on  demande  le  lieu  des  points  de  ren- 
contre de  ces  droites  avec  la  courbe,  quand  on  fait  varier  /; 

3°  On  considère  encore  une  quelconque  des  hyperboles  représen- 
tées par  l'équation  (i)  et,  par  le  pied  de  la  directrice  qui  correspond 
au  foyer  O,  on  mène  des  parallèles  aux  asymptotes  de  cette  hyper- 
bole ;  on  demande  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  droites  avec 
la  courbe,  quand  on  fait  varier  l. 

Deuxième  Session.  Soient  Ox,  Oy,  deux  axes  rectangulaires,  F  et 
F'  deux  points  de  l'axe  Ox  situés  de  part  et  d'autre  de  l'origine  à 
une  même  distance  a. 

On  sait  que  l'équation  générale  des  coniques  ayant  les  points 
F  et  F'  comme  foyers  est 

(i  —  e^)(e^x^  —  a2)  -^  e^y^  =  o 

dans  laquelle  e  représente  l'excentricité  variable  de  la  conique  : 

1°  Trouver  et  construire  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  à  ces  coniques,  parallèlement  à  une  droite  donnée  y  ^\x; 
2°  Trouver  et  construire  le  lieu  des  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  à  ces  mêmes   coniques   perpendiculairement  à  cette 
même  droite  y  =  Xx; 

3°  Trouver  Véquation  du  lieu  des  sommets  du  lieu  obtenu  en  ré- 
solvant la  première  question  quand  on  fait  varier  d'une  manière 
quelconque  le  coefficient  angulaire  X. 
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U370.  —  Première  Session.  On  donne  deux  axes  rectangulaires 
Ox,  Oy,  une  droite  OR  dont  le  coefficient  angulaire  est  m  et  un  point 
A  dont  les  coordonnées  sont  a,  ,3.  On  considère  les  paraboles  qui 
passent  au  point  O,  qui  sont  tangentes  en  ce  point  à  la  droite  OR, 
et  qui  ont  leur  axe  parallèle  à  Ox. 

On  demande  : 

I»  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  du  point  A 
à  ces  paraboles  ; 

2°  Le  lieu  des  projections  du  point  A  sur  les  cordes  de  contact 
des  tangentes  menées  du  point  A  à  ces  paraboles. 

Deuxième  Session.  On  donne  une  ellipse  et  un  cercle;  on  mène 
la  tangente  en  un  point  quelconque  M  du  cercle  et  aux  points  où  elle 
rencontre  l'ellipse  on  mène  les  tangentes  à  l'ellipse.  On  demande  le 
lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  tangentes  à  l'ellipse  quand  le 
point  M  se  meut  sur  le  cercle  donné. 

On  examinera  comment  se  modifie  le  lieu  trouvé  quand,  l'ellipse 
restant  fixe  de  grandeur  et  de  position,  on  déplace  le  centre  du 
cercle  sans  changer  son  rayon. 

1871.  —  Première  Session.  On  donne  une  hyperbole  équilatère 
rapportée  à  ses  asymptotes  xj-  =  m*,  et  une  droite  fixe  AB.  On  sup- 
pose qu'une  droite  mobile  PQ  se  déplace  de  manière  à  être  constam- 
ment parallèle  à  Ox,  que  le  point  Q  glisse  sur  AB  et  que  la  droite 
PQ  ait  son  milieu  en  I  sur  l'hyperbole. 

On  demande  : 

lo  Le  lieu  du  point  P; 

2°  Démontrer  que  la  tangente  en  chaque  point  P  du  lieu,  la  tan- 
gente au  point  1  de  l'hyperbole  et  la  droite  AB  passent  par  un 
même  point; 

3°  Le  lieu  du  point  P  ayant  été  trouvé,  on  suppose  que  AB  change 
de  position  en  tournant  autour  d'un  point  G.  On  demande  le  lieu 
des  foyers  des  courbes  lieux  des  points  P. 

Deuxième  Session.  On  demande  le  lieu  des  sommets  des  hyper- 
boles qui  passent  par  un  point  donné  et  dont  une  asymptote  est  une 
droite  donnée,  tandis  que  l'autre  est  simplement  parallèle  à  une 
direction  donnée. 

1872.  —  Première  Session.  On  donne,  dans  un  plan,  un  cercle 
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de  rayon  r,  un  diamètre  AA'  de  ce  cercle,  une  droite  OL  et  un  point 
P  équidistant  des  extrémités  du  diamètre  AA'.  On  mène  une  paral- 
lèle à  la  droite  AA';  on  fait  passer  une  hyperbole  équilatère  par  les 
points  où  cette  droite  rencontre  le  cercle  et  par  les  extrémités  du 
diamètre  AA'. 

On  imagine  que  la  parallèle  AA'  se  déplace  dans  le  plan  du  cercle 
et  l'on  demande  les  lieux  décrits  : 

1°  Par  les  sommets; 

2°  Par  les  foyers  de  l'hyperbole  équilatère; 

S"  Par  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  ces  hyperboles 
parallèlement  à  la  direction  OL; 

4°  Par  les  pieds  des  normales  menées  à  cette  même  hyperbole 
équilatère  par  le  point  P. 

Deuxième  Session.  On  donne,  dans  un  plan,  deux  axes  Ox,  Oy 
et  deux  points  G  et  D  dont  les  coordonnées  par  rapport  à  ces  axes 
sont  pour  le  point  G,  a;  =  2,  j^  =  3  et  pour  le  point  D,  a:  =  3,  jk  =  4  ! 
une  droite  PQ  dont  le  coefficient  angulaire  est  m  coupe  l'axe  des 
a?  en  P  et  l'axe  des  jk  en  Q. 

On  demande  : 

1°  L'équation  du  lieu  décrit  par  le  point  de  rencontre  M  des 
droites  CP  et  DQ,  lorsque  la  droite  PQ  se  déplace  dans  le  plan  pa- 
rallèlement à  elle-même; 

a*"  Les  différents  genres  de  courbes  que  cette  équation  peut  repré- 
senter suivant  la  valeur  du  coefficient  angulaire  ni  de  la  droite  PQ; 

3°  Le  lieu  des  centres  des  courbes  qu'on  obtient  lorsqu'on  fait 
varier  le  coefficient  angulaire  m  de  la  droite  PQ. 

1873.  —  Première  Session.  Soit 

f{x,  y)  =  kx^  -^  ■}.Bxy'+-  Gy^-h  2Dx-{-  9.Ey  -+-  F  =  o 

l'équation  d'une  parabole  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  : 
démontrer  que  l'axe  de  cette  pai^abole  est  représenté  par  l'équation 

Gela  posé,  on  donne  un  cercle  fixe  O  et  un  diamètre  fixe  AA'  de  ce 
cercle,  on  mène  une  droite  LL' perpendiculaire  à  AA';  trouver  le  lieu 
des  sommets  des  paraboles  qui  passent  par  les  points  A  et  A'  et  par 
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les  points  où  la  droite  LU  rencontre  le  cercle  O  quand  cette  droite 
se  meut  parallèlement  à  elle-même. 

Sur  ce  lieu  on  séparera  les  parties  qui  correspondent  au  cas  où  la 
droite  LL'  rencontre  le  cercle  en  des  points  réels,  de  celles  qui  cor- 
respondent au  cas  où  ces  points  sont  imaginaires. 

Deuxième  Session.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  0.r,  Oy 
et  la  droite  LU  dont  l'équation  est  x  —  h  =  o. 

On  considère  toutes  les  coniques  qui  ont  un  foyer  en  O  et  pour 
lesquelles  la  droite  LL'  est  la  directrice  correspondant  à  ce  foyer  : 

i**  Former  l'équation  du  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  à  toutes  ces  coniques,  parallèlement  à  une  direction  de  coef- 
ficient angulaire  m;  construire  ce  lieu  dans  le  cas  particulier  où 
m  =  i; 

2»  Former  l'équation  du  lieu  des  centres  du  lieu  précédent,  lors- 
qu'on fait  varier  m,  et  construire  ce  second  lieu. 

1874.  —  Première  Session.  Étant  donnes  dans  un  plan  deux 
points  fixes  F  et  A  : 

1°  Former  l'équation  générale  des  courbes  du  second  degré  qui, 
situées  dans  ce  plan,  ont  un  foyer  en  F  et  un  sommet  de  l'axe  focal 
en  A  ; 

1°  Déterminer  quel  est  le  genre  de  la  courbe  représentée  par  cette 
équation  générale  selon  la  grandeur  du  paramètre  variable  qu'elle 
renferme; 

3°  Disposer  de  ce  paramétre  variable  de  façon  que  la  courbe  du 
second  degré  passe  par  un  point  donné  P,  et  discuter  le  nombre  et 
le  genre  des  solutions  obtenues  selon  la  position  du  point  P  dans 
le  plan. 

(Solution  par  M.  de  Lavaze.  —  Nouvelles  Annales  ;  2'Série,  t.W,  p.  177.) 

Deuxième  Session.  Etant  donnés  un  cercle  O,  un  diamètre  fixe 
AB  de  ce  cercle  et  une  corde  CD  parallèle  à  une  direction  déterminée  : 

On  demande  : 

i»  L'équation  générale  des  hyperboles  équilatères  passant  aux 
quatre  points  A,  B,  G,  D; 

2»  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  à  ces  hyperboles, 
perpendiculaires  à  la  direction  fixe 
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3»  Le  lieu  des  sommets  du  lieu  précédent,  qui  est  une  conique, 
quand  la  direction  donnée  varie. 

(Solution  par  M.  Barbarin.  —  Nouvelles  Annales;  2°  Série,  t.  \Y,  p.  210.  ) 

1875.  —  Première  Session.  Étant  donnés  deux  axes  rectangu- 
laires Ox,  Oy,  et  sur  l'axe  Oif  un  point  A,  on  considère  les  hyper- 
boles équilatères  qui  passent  par  le  point  A,  et  dont  l'une  des  direc- 
trices est  l'axe  O^. 

On  demande  : 

10  Le  lieu  de  celui  des  foyers  de  ces  hyperboles  qui  correspond  à 
la  directrice  O y; 

2°  Le  lieu  des  centres  de  ces  mêmes  hyperboles; 
3°  Le  lieu  de  leurs  sommets. 

(Solution  par  M.  Wisseunck. —  Nouvelles  Annales;  2=  Série,  t. XV,  p.  27^.) 

Deuxième  Session.  On  donne  une  circonférence  et  un  point  P 
sur  un  de  ses  diamètres  AB;  par  le  point  P  on  mène  à  cette  circon- 
férence la  sécante  PCD  qui  la  rencontre  en  G  et  en  D,  et  par  les 
quatre  points  A,  B,  G,  D  on  fait  passer  une  hyperbole  équilatère  : 

1°  Trouver  l'équation  de  cette  hyperbole; 

•2»  Trouver  le  lieu  du  centre  de  cette  hyperbole,  quand  la  sécante 
PCD  tourne  autour  du  point  P; 

3"  Trouver,  dans  les  mêmes  conditions,  le  lieu  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  menées  à  cette  hyperbole,  perpendiculairement 
à  AB; 

4°  Indiquer,  d'après  ce  qui  précède,  la  construction  des  asymptotes 
de  l'une  des  hyperboles  considérées  et  en  faire  l'application  au  cas  où 
la  sécante  passe  par  l'une  des  extrémités  du  diamètre  perpendiculaire 
à  AB. 

(Solution  par  M.  Griess.  —  Nouvelles  Annales;  2"  Série,  t.  XV,  p.  277.) 

1876.  —  Première  Session.  On  donne  deux  points  O,  A,  et  l'on 
considère  toutes  les  paraboles  qui  ont  le  point  O  pour  sommet  et 
qui  passent  au  point  A.  A  chacune  de  ces  paraboles,  on  mène  la 
tangente  et  la  normale  au  sommet  O,  et  la  normale  et  la  tangente 
au  point  A. 

On  demande  : 

i"  Le  lieu  du  point  de  concours  des  tangentes  au  sommet  O  et  au 
point  A  ; 


3,    —    ÉCOLE   CENTRALE.  43* 

20  Le  lieu  du  point  de  concours  de  la  normale  au  sommet  O  et  de  la 
tangente  en  A; 

3"  Le  lieu  du  point  de  concours  de  la  tangente  au  sommet  O  et 
de  la  normale  en  A; 

4"  Le  lieu  du  point  de  concours  des  normales  au  sommet  O  et  au 
point  A. 

(Solution  par  M.  Fresos.  —  Xouvelles  Annales:  2'  Série,  t. XVI,  p.   iSo.) 

Deuxième  Session.  On  donne  un  plan,  un  angle  ROR',  un  point 
A  sur  la  bissectrice  Ox  de  cet  angle,  et  deux  points  B,  B'  placés 
symétriquement  par  rapport  à  Ox. 

On  mène  par  le  point  A  une  droite  quelconque  qui  rencontre  OR 
en  C,  OR'  en  C;  on  mène  les  droites  BG,  B'C,  ces  droites  se  coupent 
en  un  point  M. 

On  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  M,  quand  la  droite  CAC 
tourne  autour  du  point  A.  On  discutera  le  lieu  en  laissant  fixes  les 
droites  OR,  OR'  et  le  point  A,  et  en  déplaçant  le  point  B,  et,  par 
suite,  le  point  B'. 

On  indiquera  dans  quelles  régions  du  plan  doit  être  placé  le 
point  B  pour  que  le  lieu  soit  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une 
parabole. 

(  Solution  par  M.  Moret-Blanc.  —  Nouvelles  Annales;  l' Série,  t.  \VI,  p.  ii\.] 

1877.  —  Première  Session.  On  donne  un  triangle  AOB,  rec- 
tangle en  O,  et  l'on  considère  toutes  les  hyperboles  qui  passent  aux 
points  A  et  B  et  ont  leurs  asymptotes  parallèles  aux  côtés  OA,  OB. 

1°  Former  l'équation  générale  de  ces  hyperboles; 

■2°  Former  l'équation  du  lieu  des  sommets  de  ces  hyperboles  et 
construire  ce  lieu  ; 

3°  Prenant  un  point  P  sur  le  lieu  trouvé,  construire  celle  des  hy- 
perboles considérées  qui  a  un  sommet  en  P,  et  reconnaître  sur  quelle 
partie  du  lieu  doit  être  ce  point  P,  pour  que  A  et  B  appartiennent 
soit  à  une  même  branche,  soit  aux  deux  branches  de  celte  hy- 
perbole. 

'  Solution  par  M.  Chambon.  —  Xouvelles  Annales  ;  2»  Série,  t.  XVII,  p.  200.  ) 

Deuxième  Session.  On  donne  un  trapèze  isoscèle  ABGD  dont  la 
hauteur  est  9. h,  la  demi-somme  des  bases  la,  et  les  angles  obtus  x. 
On  considère  toutes  les  coniques  circonscrites  à  ce  trapèze  : 
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1°  Former  l'équalion  générale  de  ces  coniques; 

2"  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  à 
chacune  d'elles  parallèlement  au  côté  BG,  et  construire  ce  lieu, 
après  avoir  vérifié  que  le  côté  BG  en  fait  partie; 

3°  Etant  donné  un  point  de  ce  lieu,  reconnaître  le  genre  de  la 
conique  circonscrite  au  trapèze,  qui  passe  par  ce  point. 

(Solution  par  M.  MotiET-JiLAîic.—Nouçelles  Annales  ;  2«Série,t.XVII,p.  2o3.) 

1878.  —  Première  Session.  On  donne  dans  un  plan  une  droite 
LL',  un  point  F  et  un  point  A  ;  on  considère  toutes  les  coniques  pour 
lesquelles  le  point  F  est  un  foyer  et  LL'  la  directrice  correspon- 
dante. Par  le  point  A  on  mène  des  tangentes  à  toutes  ces  coniques, 
et  l'on  demande  : 

1°  Le  lieu  de  la  projection  du  point  A  sur  toutes  les  cordes  de 
contact; 

9°  Le  lieu  des  points  de  contact.  Ge  dernier  lieu  est  une  conique  : 
reconnaître  quel  est  son  genre  d'après  la  position  du  point  A,  et, 
pour  une  position  donnée  de  ce  point,  chercher  à  obtenir,  par  des 
constructions  simples,  un  nombre  de  points  et  de  tangentes  suffisant 
pour  déterminer  la  conique. 

(  Solution  par  M.  RoBAGi.iA.  —  Nouvelles  Annales  ;  2°  Série,  t.XVIII,  p.  363.) 

Deuxième  Session.  On  donne,  dans  un  plan,  une  droite  P  et  un 
point  F  pris  en  dehors  et  à  une  distance  a  de  celte  droite  :  écrire 
l'équation  générale  des  hyperboles  qui  ont  le  point  F  pour  un  de 
leurs  foyers  et  la  droite  P  pour  une  de  leurs  asymptotes. 

Du  centre  de  chacune  de  ces  hyperboles  on  mène  à  la  droite  P 
une  perpendiculaire  qu'on  prolonge  jusqu'à  son  intersection  M  avec 
la  directrice  correspondant  au  foyer  F  :  trouver  l'équation  de  la 
courbe  lieu  des  points  M  et  indiquer  la  position  de  cette  courbe. 

Former  l'équation  du  lieu  des  projections  du  foyer  F  sur  la  se- 
conde asymptote  de  chacune  des  hyperboles  considérées. 

(  Solution  par  M.  Leinekugel.  —  Nouvelles  Annales;  2' Série,  t.XVIII,  p.  365.  ) 

1879.  —  Première  Session.  Soient  deux  axes  rectangulaires  Ox 
et  Oy;  sur  Ox,  un  point  A;  sur  Oy,  un  point  B. 

On  considère  toutes  les  hyperboles  équilatères  qui  passent  au 
point  A  et  sont  tangentes  à  l'axe  Oy  au  point  B  : 

lo  Former  l'équation  générale  de  ces  hyperboles  équilatères; 
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2"  Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  la  tangente  en  A  à 
chacune  de  ces  hyperboles  avec  les  parallèles,  menées  par  l'origine, 
aux  asymptotes  de  cette  même  hyperbole; 

30  Le  lieu  précédent  est  une  parabole  P  :  former  l'équation  de  l'axe 
et  l'équation  de  la  tangente  au  sommet  de  cette  parabole  P;  con- 
struire ces  droites  et  déterminer  géométriquement  la  grandeur  du 
paramétre  de  cette  parabole; 

4°  Trouver  le  lieu  du  sommet  de  la  parabole  P,  quand  le  point  A 
se  déplace  sur  Ox,  le  point  B  restant  fixe. 

( Solution  par  M.  Baudènes.  —  IVouvelles  Annales;  2°  Série,  t.  XX,  p.  235.  ) 

Deuxième  Session.  On  donne  un  carré  PQP'Q'  dont  la  demi-dia- 
gonale OP  =  OQ  =  n. 

On  demande  :  i»  D'écrire  l'équation  générale  des  coniques  tan- 
gentes aux  quatre  côtés  de  ce  carré,  en  distinguant  les  cas  où  ce  sont 
des  ellipses,  des  hyperboles  ayant  leurs  sommets  sur  O'Px,  des  hy- 
perboles ayant  leurs  sommets  sur  OQjk,  ou  enfin  des  paraboles; 

2»  On  considère  l'une  quelconque  des  ellipses  inscrites  dans  le 
carré;  sur  son  demi-axe  OA  comme  hypoténuse,  on  construit  un 
triangle  rectangle  OA*,  dont  Je  côté  A*  a  une  longueur  fixe  donnée 
Ks  =  k\  sur  la  direction  de  l'axe  OA,  on  prend  une  longueur 
OS  =  O*,  et  l'on  construit  une  hyperbole  équilatère  ajant  son  centre 
en  O  et  l'un  de  ses  sommets  en  S;  cette  hyperbole  coupe  l'ellipse 
considérée  au  point  M.  On  demande  d'écrire  l'équation  du  lieu  des 
points  M; 

3°  On  discutera  la  nature  et  la  position  de  ce  lieu,  suivant  la 
grandeur  de  la  ligne  donnée  k  et  suivant  que  OA  est  le  demi-grand 
axe  ou  le  demi-petit  axe  de  l'ellipse  considérée. 

(Solution  par  M.Auzelle.  —  Nouvelles  Annales;  3"  Série,  t.  I,  p.  176.) 

1880.  —  Première  Session.  Soient  Ox,  Oy  deux  axes  rectangu- 
laires, et  sur  Ox,  un  point  A;  sur  0^  un  point  B.  On  mène  par  le 
point  A  une  droite  quelconque  AR,  de  coefficient  angulaire  m. 

1°  Former  l'équation  de  l'hyperbole  H  qui  est  tangente  à  l'axe  Ox 
au  point  O,  qui  passe  par  le  point  B,  et  pour  laquelle  la  droite  AR 
est  une  asymptote. 

2"  On  fait  varier  m,  et  l'on  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  de 
rencontre  de  la  tangente  en  B  à  l'hyperbole  H  et  de  l'asymptote  AR; 

30  On  considère  le  cercle  circonscrit  au  triangle  AOB  ;  ce  cercle 
coupe  l'hyperbole  H  aux  points  0  et  B  et  en   deux  autres  points 
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P  et  Q.  Former  l'équation  de  celte  droite  PQ;  puis  faisant  varier 
m,  trouver  successivement  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  cette 
droite  PQ  avec  les  parallèles  menées  par  le  point  O,  soit  à  l'asymp- 
tote AR,  soit  à  la  seconde  asymptote  de  l'hyperbole  H. 

Deuxième  Session,  i»  Ecrire  l'équation  générale  des  paraboles 
passant  par  deux  points  donnés  A  et  B  et  dont  les  diamètres  ont 
une  direction  donnée  ; 

2°  Donner  l'expression  des  coordonnées  du  sommet  et  du  foyer 
de  chacune  de  ces  paraboles; 

3»  On  mène  à  chaque  parabole  une  tangente  perpendiculaire  à  la 
droite  AB;  trouver  le  lieu  des  points  de  contact  et  construire  ce  lieu. 

Notations.  —  La  ligne  AB  étant  prise  pour  axe  des  y  et  une  per- 
pendiculaire à  cette  ligne,  pour  axe  des  x,  on  fera  AB  =  2«  et  l'on 
appellera  m  le  coefficient  angulaire  de  la  direction  des  diamètres 
des  paraboles  considérées. 

(Solution  par  M.  Kien.  —  Nouvelles  Annales;  i'  Série,  t.  XX,  p.  464) 
(Solution  par  M.  Kien.  —  Nouvelles  Annales;  3"  Série,  t.  I,  p.  278.) 

1881.  —  Première  Session.  Soit 
(i)  a^j^-^  b^x^-=a^b^ 

l'équation  d'une  ellipse  rapportée  à  son  centre  O  et  à  ses  axes; 
soient  a  et  ^  les  coordonnées  d'un  point  P  situé  dans  le  plan  de  cette 
ellipse  : 

1°  Démontrer  que  les  pieds  des  normales  menées  à  cette  ellipse 
par  le  point  P  sont  situés  sur  l'hyperbole  représentée  par  l'équation 

(2)  c^xy  +  b-<^x  —  a^'xy=:o 

dans  laquelle 

c2  =  a2  —  62  ; 

2"  On  considère  toutes  les  coniques  qui  passent  par  les  points 
communs  aux  courbes  (1)  et  (2);  dans  chacune  d'elles  on  mène  le 
diamètre  conjugué  à  la  direction  OP,  et  l'on  projette  le  point  O  sur 
ce  diamètre  :  trouver  le  lieu  de  cette  projection. 

3"  Par  les  points  communs  aux  courbes  (i)  et  (2),  on  peut  faire 
passer  deux  paraboles  :  trouver  le  lieu  du  sommet  de  chacune 
d'elles,  quand  le  point  P  se  meut  sur  une  droite  de  coefficient  angu- 
laire donné  m,  menée  par  le  point  0. 


I 


O.    —   ECOLE   CENTRALE.  47* 

On    examinera,   en    particulier,  le  cas   ou    m  =  —  et  le   cas  où 

"'  =  -  bs- 

Deuxième  Session.  On  donne  une  parabole  j'- =  1  px  rapportée 
à  son  axe  et  à  son  sommet,  et  un  point  P  (a,  ^)  dans  le  plan  de  la 
courbe. 

lo  Démontrer  que  du  point  P  on  peut,  en  général,  mener  trois 
normales  à  la  parabole;  former  l'équation  du  troisième  degré  qui 
donne  les  ordonnées  des  pieds  A,  B,  C  de  ces  normales; 

2°  Démontrer  que  chacune  de  ces  deux  courbes 

^y  -^(p  —  ^)  y  —  P?  =  o, 
y-^  ix^^  ^y  —  2 aa:  =  o 

passe  par  les  quatre  points  A,  B,  C,  P  et  trouver  l'équalion  géné- 
rale de  toutes  les  coniques  passant  par  ces  quatre  points; 

3»  Chacune  de  ces  coniques  coupe  la  parabole  donnée  aux  trois 
points  fixes  A,  B,  G  et  en  un  quatrième  point  D;  trouver  les  coor- 
données du  point  D; 

4°  Par  le  sommet  de  la  parabole  donnée,  on  imagine  deux  droites 
parallèles  aux  asymptotes  de.l'une  quelconque  des  coniques  précé- 
dentes; on  mène  la  droite  joignant  les  points  d'intersection  de  ces 
deux  droites  avec  la  conique,  et  on  la  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre 
avec  la  parallèle  DD'  menée  à  l'axe  de  la  parabole  par  le  point  D. 
Former  et  discuter  l'équation  du  lieu  Ac  ce  point  de  rencontre. 

(  Solution  par  M.  Chambeau.  —  Nouvelles  Annales;  3*  Série,  t.  II,  p.  joo.  ) 

x^       y* 
1882.  —  Première  Session.  Soit  —^-^^ —  1=0  l'équation  d'une 

ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes  ;  et  soient  a,  ^  les  coordon- 
nées d'un  point  P  situé  dans  le  plan  de  cette  ellipse. 

Former  l'équation  générale  des  coniques  qui  passent  par  les 
points  de  contact  M,  M'  des  tangentes  menées  du  point  P  à  l'ellipse, 
et  par  les  points  Q  et  Q',  où  cette  ellipse  est  rencontrée  par  la  droite 

ax       3  y 

Disposer  du  paramètre  ix  et  de  l'autre  paramètre  variable  que  con- 
tient l'équation  générale  de  manière  qu'elle  représente  une  hyperbole 
équilatère,  passant  par  le  point  P. 
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On  fait  mouvoir  le  point  P  sur  la  droite  représentée  par  l'équation 
a:  -\-  y  =  l  cl  l'on  demande  : 

lo  Le  lieu  décrit  par  la  projection  du  centre  de  l'ellipse  sur  la 
droite  QQ'; 

20  Le  lieu  décrit  par  le  point  de  rencontre  des  cordes  MM  et  QQ'. 

Démontrer  que  ce  dernier  lieu  passe  par  deux  points  fixes,  quel 
que  soit  /,  et  déterminer  ces  points.  Chercher  pour  quelles  valeurs 
de  l  ce  lieu  se  réduit  à  deux  droites  et  déterminer  ces  droites. 

(Solution  par  M.  E.  Levaire.  —  Nouvelles  Annales;  3"  Série,  t.  II,  p.  3ii.) 

Deuxième  Session.  On  donne  dans  un  plan  deux  axes  de  coor- 
données rectangulaires  Ox,  Oy  et  deux  points  H  et  H',  le  premier 
défini  par  ses  coordonnées  a,  b;  le  second  symétrique  du  premier 
par  rapport  au  point  O. 

Par  ce  dernier  point,  on  mène  une  droite  indéfinie  DOE  formant 
avec  l'axe  Ox  un  angle  DOx  =  6;  on  projette  les  points  H,  II'  sur 
cette  droite  en  h,  h'. 

On  projette  le  point  h  en  u  sur  l'axe  Ox,  et  le  point  u  en  «i  sur 
la  droite  DOE. 

On  projette  le  point  h'  en  v  sur  l'axe  Oy  et  le  point  ç  en  Pj,  sur 
la  droite  DOE;  toutes  ces  projections  soit  orthogonales. 

Enfin,  sur  la  longueur  Ui  Çi  comme'hypoténuse,  on  construit  un 
triangle  rectangle  uiViS  en  menant  i^iS  parallèle  à.  Ox  et  uiS  pa- 
rallèle à  Oy. 

Gela  posé,  on  demande  : 

i»  De  trouver  les  coordonnées  du  point  S  en  fonction  des  trois 
constantes  «,  6,  6; 

2»  D'écrire  l'équation  d'une  parabole  ayant  le  point  S  pour  som- 
met, et  la  droite  DOE  pour  directrice; 

3°  De  démontrer  que  le  lieu  des  foyers  de  toutes  les  paraboles 
obtenues  en  faisant  varier  l'angle  6  se  compose  d'un  système  de  deux 
circonférences  de  cercle; 

4»  De  démontrer  que  toutes  ces  paraboles  sont  tangentes  aux  axes 
de  coordonnées; 

5°  De  démontrer  que  les  cordes  de  leurs  contacts  avec  ces  axes  se 
croisent  toutes  en  un  même  point. 

(Solution  par  M.  E.  Barisien.  —  Nouvelles  Annales  ;  3'  Série,  t.  II,  p.  4i5.) 

1883.  —  Première  Session.  On  donne  deux  axes  Ox,  Oy,  un 
point  A  sur  Ox,  un  point  B  sur  O^  : 
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\o  Former  l'équation  générale  des  paraboles  telles  que,  pour  cha- 
cune d'elles,  Oj'  soit  la  corde  de  contact  de=  tangentes  menées  du 
point  A,  et  Ox  la  corde  de  contact  des  tangentes  menées  du 
point  B; 

2"  Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  chacune  des  para- 
boles avec  celui  des  diamètres  qui  passe  par  un  point  H  donné  sur 
Ov.  On  déterminera  un  nombre  de  conditions  géométriques  suffisant 
pour  pouvoir  tracer  le  lieu,  et  l'on  cherchera  comment  doit  être 
|)lacé  le  point  H,  pour  que  le  lieu  se  réduise  à  des  droites; 

3'^  Déterminer  le  paramètre  variable  que  renferme  l'équation  gé- 
nérale du  i",  de  façon  qu'elle  représente  une  parabole  passant  par 
un  point  donné  P,  et  chercher  dans  quelles  régions  du  plan  doit  se 
trouver  le  point  P,  pour  que  le  problème  soit  possible. 

(Solution  par  M.  E.  Barisikn.  —  Nouvelles  Annales;  3^  Série,  t.  IV,  p.  422.) 

Deuxième  Session.  On  donne  dans  un  plan  un  rectangle  ABCD  et 
un  point  quelconque  P  ;  par  ce  point  on  mène  une  droite  de  direction 
arbitraire  PR;  des  quatre  sommets  du  rectangle,  on  abaisse  des 
perpendiculaires  AÂ',  BB',  CC,  DD'  sur  cette  droite. 

Cela  posé,  on  demande  de  démontrer  : 

1»  Que  parmi  toutes  les  droites  PR  issues  du  point  P,  il  en  existe 
une  PR',  pour  laquelle  la  somme  /•-  des  carrés  des  distances  des 
quatre  sommets  du  rectangle  à  cette  droite  est  ma\ima,  et  une  autre 
PR",  pour  laquelle  cette  somme  est  minima; 

2»  Que  les  deux  droites  PR',  PR"  sont  rectangulaires; 

3*  Que  le  lieu  géométrique  des  points  P  pour  lesquels  le  maximum 
(le  /•*  conserve  une  valeur  donnée  jx-  est  une  conique,  et  que  la 
tangente  à  cette  conique,  au  point  P,  est  la  droite  PR';  que,  de  même 
le  lieu  des  points  P,  pour  lesquels  le  minimum  de  r'^  conserve  une 
valeur  donnée  /*,  est  une  conique  et  que  la  tangente  à  cette  conique, 
au  point  P,  est  la  droite  PR"; 

4°  Que  ces  deux  coniques  sont  homofocales  et  que  leurs  foyers 
communs  sont  indépendants  des  valeurs  attribuées  aux  deux  para- 
mètres X,  (x;  donner  la  position  de  ces  foyers  et  examiner  en  parti- 
culier le  cas  où  l'une  des  dimensions  du  rectangle  s'annulerait. 

(Solution  par  M.MoretHlvnc  — .VoM^e/Zei  Annales;  3»  Série,  t.  IV,  p.  454-) 

1884.  —  Première  Session.  On  donne  l'équation 

a-j^  —  6*  jr*  -i-  a*  ^*  =  o 
R.  —  Ex.  de  Géom.  anal.,  II.  4* 
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d'une  hyperbole  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes  et  l'équation 
y  —  kx  =  o  d'une  droite  menée  par  le  centre  de  cette  hyperbole  : 

i"  Former  l'équation  générale  des  coniques  qui  passent  par  les 
points  réels  ou  imaginaires,  communs  à  l'hyperbole  et  à  la  droite 
données,  et  qui,  de  plus,  sont  tangentes  à  l'hyperbole  en  celui  de  ses 
sommets  qui  est  situé  sur  la  partie  positive  de  l'axe  des  x.  Discuter 
cette  équation  générale  et  reconnaître  la  nature  des  coniques  qu'elle 
peut  représenter; 

2°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  représentées  par 
l'équation  générale  précédente.  Ce  lieu  est  une  conique  A  ;  chercher 
un  nombre  de  points  et  de  tangentes  suffisant  pour  déterminer  géo- 
métriquement celte  conique; 

3"  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  à 

la   conique  A   parallèlement  à  la  droite   de  coefficient  angulaire  — 

quand  on  fait  varier  /..  On  vérifiera  que  l'équation  de  ce  dernier 
lieu,  qui  est  du  troisième  degré,  représente  trois  droites. 

Deuxième  Session.  On  donne  dans  un  plan  deux  axes  de  coor- 
données rectangulaires  Ox,  Oy,  et  une  droite  quelconque  coupant 
ces  axes,  respectivement,  aux  points  A  et  B.  On  prend  sur  cette 
droite  un  point  .M  dont  les  coordonnées  sont  a,  [3,  et  l'on  construit, 
dans  le  plan,  un  point  correspondant  M'  ayant  pour  coordonnées 

f  Qt  g  étant  deux  longueurs  constantes  données. 

Gela  posé  : 

lo  On  demande  d'écrire  l'équation  du  lieu  des  points  M'  lorsque 
le  point  M  se  déplace  sur  la  droite  indéfinie  AB.  Ce  lieu  est  une  hy- 
perbole qu'on  désignera,  dans  ce  qui  va  suivre,  par  la  lettre  H  ; 

2»  On  demande  de  déterminer  les  éléments  nécessaires  à  la  défini- 
tion complète  de  cette  hyperbole  H,  et  d'en  construire  géométrique- 
ment un  point  quelconque,  ainsi  que  la  tangente  en  ce  point; 

3°  On  suppose  que  la  droite  AB  se  déplace  dans  le  plan,  de  telle 
façon  que  la  somme  des  inverses  de  ses  coordonnées  à  l'origine  reste 
constante,  soit  de  façon  que 

A  chaque  position  de  la  droite  répondra  une  hyperbole  H. 


s.   —   ECOLE   CENTRALE.  31 

On  demande  de  montrer  que  toutes  ces  hyperboles  ont  une  corde 
commune,  et  de  trouver  le  lieu  des  pôles  de  cette  corde  relativement 
aux  diverses  hyperboles  (c'est-à-dire  le  lieu  des  points  pour  lesquels 
elle  est  corde  de  contact  des  tangentes  menées  de  ce  point  à  l'une 
des  hyperboles); 

4"  On  projette  le  centre  C  de  l'hyperbole  H  répondant  à  la  droite 
AB,  sur  cette  droite,  en  D,  et  l'on  demande  de  trouver  le  lieu  des 
points  D  lorsque  la  droite  AB  se  déplace,  non  plus  selon  la  loi  ci- 
dessus  définie,  mais  en  restant  parallèle  à  elle-même. 

(Solution  par  M.  Barisies.  —  Xouvelles  Annales;  3'  Série,  t.  IV,  p.  5o2.) 

1885.  —  Première  Session.  On  donne  deux,  axes  rectangulaires 
O.r.  Ov  et  le  cercle  représenté  par  l'équation 

(x  —  ay--~  (j-  —  b )i  —  r^  =  o; 

on  considère  la  corde  fixe  AB  menée  par  l'origine  et  partagée  par  ce 
point  en  deux  parties  égales,  et  une  corde  mobile  CD,  de  direction 
constante,  dont  le  coefficient  angulaire  est  égal  et  de  signe  contraire 
à  celui  de  la  corde  fixe  AB. 

Ou  sait  que  par  les  quatre  points  A,  B,  G,  D  on  peut  faire  passer 
deux  paraboles  P,  P'. 

Trouver,  quand  la  corde  CD  se  déplace  parallèlement  à  elle-même  : 

1°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  paraboles  P  et  P'; 

2»  Le  lieu  du  sommet  et  celui  du  foyer  de  chacune  de  ces  para- 
boles. 

Deuxième  Session.  On  donne  dans  un  plan  deux  axes  de  coor- 
données rectangulaires  Ox,  Oy  et  une  droite  AB  définie  par  son  coef- 
ficient angulaire  m  et  son  ordonnée  à  l'origine  b  et  l'on  demande  : 

i">  De  trouver  la  direction  des  diamètres  des  paraboles  tangentes 
à  Taxe  des^  au  point  B,  où  il  est  coupé  par  la  droite  AB  et  ayant 
leurs  foyers  sur  cette  dernière  droite  ; 

2»  D'écrire  l'équation  générale  de  ces  courbes; 

3»  De  construire  le  lieu  de  leurs  sommets; 

i»  De  construire  le  lieu  des  points  où  leurs  tangentes  sont  paral- 
lèles à  l'axe  des  x; 

5"  De  construire  le  lieu  des  pôles  de  l'axe  des  x  relativement  aux 
paraboles  considérées. 

En  d'autres  termes,  par  les  deux  points  d'intersection  de  chaque 
parabole  avec  l'axe  des  x,  on  mène  des  tangentes  à  la  courbe  et  l'on 
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demande  de   trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  de  ces  tan- 
gentes. 

1886.  —  Première  Session.  On  donne  une  ellipse  rapportée  à 
son  centre  et  à  ses  axes,  et,  dans  son  plan,  un  point  P  dont  les  coor- 
données sont  a  et  b,  et  l'on  considère  toutes  les  paraboles  bi- 
tangentes  à  l'ellipse  en  des  points  tels  que  la  corde  des  contacts  passe 
par  le  point  P. 

1°  Former  l'équation  générale  de  ces  paraboles; 

2»  Montrer  qu'en  général,  par  tout  point  Q  du  plan,  passent  deux 
des  paraboles  considérées,  et  reconnaître  que  les  régions  du  plan, 
dans  lesquelles  doit  se  trouver  le  point  Q  pour  que  ces  deux  para- 
boles soient  réelles,  sont  limitées  par  l'ellipse  donnée  et  par  une 
droite; 

S"*  Trouver  le  lieu  des  positions  que  doit  occuper  le  point  Q  pour 
que  les  axes  des  deux  paraboles  considérées  qui  passent  par  ce  point 
soient  rectangulaires; 

4°  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  l'axe  de  chacune  des 
paraboles  considérées  avec  la  corde  des  contacts  de  cette  parabole 
et  de  l'ellipse. 

L'équation  de  ce  lieu  est  du  quatrième  degré  :  on  transportera  les 
axes  de  coordonnées  parallèlement  à  eux-mêmes,  en  prenant  pour 
nouvelle  origine  le  point  P,  et,  cela  fait,  on  montrera  que  l'équation 
du  lieu  peut  être  décomposée  en  deux  équations  du  second  degré. 

Deuxième  Session.  Soit  un  rectangle  OACB  dont  les  côtés 
OA  =  a  et  OB  :=  b  prolongés  sont  pris,  le  premier  pour  axe  des  x,  le 
second  pour  axe  desj^.  On  considère  toutes  les  coniques  qui  passent 
par  les  trois  points  O,  A,  B  et  pour  lesquelles  la  polaire  du  point  G 
est  parallèle  à  la  droite  AB. 

i"  Former  l'équation  générale  de  ces  coniques.  Trouver  le  lieu  de 
leur  centre,  et  sur  ce  lieu,  séparer  les  parties  qui  contiennent  des 
centres  d'ellipses  de  celles  qui  contiennent  des  centres  d'hyperboles; 

2"  A  chacune  de  ces  coniques  on  mène  la  normale  au  point  A  et 
la  normale  au  point  B;  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces 
deux  normales; 

30  Soit  A  une  quelconque  des  coniques  considérées;  si  parle  point 
C  on  mène  à  cette  conique  des  normales,  on  sait  que  les  pieds  de 
ces  normales  sont  les  points  de  rencontre  de  la  conique  A  et  d'une 
certaine  hyperbole  équilatère.  Former  l'équation  de  cette  hyperbole 
quand  la  conique  A  varie. 


I 


3.    —   ÉCOLE   CENTRALE.  55* 

1887.  —  Première  Session.  On  considère  toutes  les  coniques  qui 
ont  un  foyer  en  un  point  donné  F,  et  qui  passent  par  deux  points 
donnés  A  et  B. 

i"  Montrer  que  ces  coniques  forment  deux  séries  telles  que,  pour 
toute  conique  d'une  série,  la  directrice  correspondant  au  foyer  F 
passe  par  un  point  fixe  de  la  droite  AB,  situé  entre  A  et  B,  tandis 
que,  pour  toute  conique  de  l'autre  série,  la  directrice  correspondant 
au  foyer  F  passe  par  un  point  fixe  de  la  droite  AB,  non  situé  entre 
A  et  B; 

2»  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  considérées  et  montrer 
qu'il  se  compose  de  deux  coniques  homofocales; 

3®  Prenant  un  point  G  sur  le  lieu  précédent,  reconnaître,  d'après 
la  position  qu'il  occupe  sur  ce  lieu,  si  la  conique  considérée  dont  le 
point  G  est  centre  est  telle  que  les  points  AB  sont  sur  une  même 
branche  ou  sur  deux  branches  différentes  de  cette  conique; 

4°  Si  le  point  G  est  tel  que  les  points  AB  sont  sur  une  même 
branche  de  la  conique  considérée,  reconnaître,  d'après  la  position  du 
point  C,  si  cette  conique  est  du  genre  ellipse  ou  du  genre  hyperbole, 
et,  dans  ce  dernier  cas,  si  les  points  A  et  B  sont  sur  la  branche  voi- 
sine du  point  F  ou  sur  l'autre. 

Nota.  —  On  prendra  pour  axe  des  x  la  droite  AB  et  pour  axe 
des  j'  la  perpendiculaire  à  cette  droite  menée  par  le  milieu  de  AB. 

(Solution  par  M.  Payet.  —  .\ouvelles  Annales;  3»  Série,  t.  VII,  p.  320.) 

Deuxième  Session.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  O y, 
un  point  A  sur  Ox,  un  point  B  sur  O^, 

OA  =  a,         OB  =  b. 

i«  Ecrire  l'équation  générale  des  paraboles  qui  passent  par  les 
trois  points  O,  A,  B.  Trouver  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  ces 
deux  paraboles  sont  confondues  et  indiquer  la  région  du  plan  qui 
contient  les  points  où  il  n'en  passe  aucune  réelle; 

9.»  Trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  les  axes  des  deux  para- 
boles qui  y  passent  forment  entre  eux  un  angle  donné  t..  Gonstruire 
le  lieu  pour  le  cas  où  a  =  90"; 

30  Trouver  le  lieu  du  point  de  chacune  de  ces  paraboles  pour 
lequel  la  tangente  est  parallèle  à  0.\;  celui  du  point  où  la  tangente 
est  parallèle  à  OB;  celui  du  point  où  la  tangente  est  parallèle  à  AB. 
Ges  lieux  sont  trois  coniques.  Gonstruire  ces  coniques;  vérifier  que 
deux  quelconques  d'entre  elles  n'ont  pas  de  point  commun  réel  à 
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distance  finie;  marquer  leurs  centres  D,  E,  F,  et  comparer  le  triangle 
DEF  au  triangle  OAB; 

4°  On  joint  l'origine  O  au  point  F  centre  de  la  conique,  lieu  du 
point  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  AB,  et  à  cette  droite  OF. 
on  élève  au  point  0  une  perpendiculaire  qui  rencontre  la  droite  AB 
en  P.  On  demande  le  lieu  du  point  P  lorsque,  le  point  A  restant 
fixe,  le  point  B  parcourt  l'axe  des  j'. 

1888.  —  Première  session.  Etant  donnés  deux  axes  rectangu- 
laires Ox,  Oy  et  un  point  A  sur  l'axe  des  x,  on  considère  le  faisceau 
des  coniques  pour  lesquels  l'axe  des  jk  est  une  directrice  et  le  point  A 
un  sommet  de  l'axe  focal.  Par  un  point  quelconque  M  du  plan  des 
axes  passent  deux  coniques  de  ce  faisceau,  réelles  ou  imaginaires. 

1»  Déterminer  les  parties  du  plan  dans  lesquelles  doit  être  le 
point  M  pour  que  les  deux  coniques  du  faisceau  qui  passent  par  ce 
point  soient  réelles  et  celles  où  il  doit  être  pour  que  les  deux 
coniques  soient  imaginaires  (La  ligne  de  séparation  est  de  degré 
supérieur  au  second.); 

2"  Reconnaître,  d'après  la  position  d'un  point  par  lequel  passent 
deux  coniques  réelles,  le  genre  de  ces  coniques; 

3°  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  de 
l'origine  des  coordonnées  à  toutes  les  coniques  du  faisceau  consi- 
déré. 

Deuxième  session.  On  donne  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes 

et,  dans  son  plan,  un  point  P  (/>,  ^)  par  lequel  on  mène  deux  droites 
parallèles  aux  bissectrices  des  angles  des  axes.  On  considère  toutes 
les  coniques  passant  par  les  points  d'intersection  de  ces  droites  avec 
l'ellipse  donnée.  Écrire  l'équation  générale  de  ces  coniques;  trouver 
le  lieu  de  leurs  centres  et  distinguer  les  portions  de  cette  courbe  qui 
correspondent  à  des  centres  d'ellipses  ou  à  des  centres  d'hyperboles. 

On  prend  la  polaire  de  l'origine  des  coordonnées  par  rapport  à 
chacune  des  coniques  et  l'on  abaisse  du  point  P  une  perpendiculaire 
sur  cette  polaire.  Trouver  le  lieu  des  pieds  de  ces  perpendiculaires. 

Parmi  les  coniques  considérées  se  trouvent  deux  paraboles;  trou- 
ver leurs  foyers  pour  une  position  donnée  du  point  P  et  les  lieux  de 
ces  foyers  lorsque  le  point  P  parcourt:  i^une  des  bissectrices  des  axes 
de  l'ellipse  donnée,  a»  la  circonférence  circonscrite  au  rectangle  des 
axes  de  cette  ellipse. 
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1889.  —  Première  session.  Soient  Ojret  0_>'deux  axes  rectangu- 
laires et  LL'  une  droite  parallèle  à  Oy  dont  l'équation  est  x  —  a  =  o. 
On  considère  le  faisceau  des  paraboles  qui  passent  par  le  point  O  et 
qui  ont  la  droite  LL'  comme  directrice. 

I»  Trouver  le  lieu  du  foyer  et  le  lieu  du  sommet  de  chacune  de  ces 
paraboles; 

2"  Par  un  point  quelconque  du  plan  xOy  passent  deux  des  paraboles 
considérées,  réelles  ou  imaginaires.  Déterminer  la  région  du  plan 
dans  laquelle  doit  être  ce  point  pour  que  les  deux  paraboles  soient 
réelles; 

3"  Etant  données  les  coordonnées  d'un  point  M  du  plan  xOy,  for- 
mer l'équation  qui  a  pour  racines  les  coefficients  angulaires  des  tan- 
jL'entes  au  point  O  aux  deux  paraboles  du  faisceau  considéré  qui 
passent  par  ce  point  M.  En  déduire  l'équation  de  la  ligne  S  sur  fa- 
quelle  doit  se  trouver  le  point  M  pour  que  les  tangentes  au  point  O  aux 
deux  paraboles  du  faisceau  qui  passent  par  M  soient  rectangulaires. 

4"  Soit  M  un  point  situé  sur  la  ligne  S  et  soient  F.  F'  les  foyers 
des  deux  paraboles  du  faisceau  considéré  qui  passent  par  ce  point; 
démontrer  que  lorsque  le  point  M  se  déplace  sur  la  ligne  S,  la  droite 
FF'  tourne  autour  d'un  point  fixe. 

Deuxième  session,  i»  Démontrer  que  les  coniques  représentées 
par  l'équation 

(  A  )  (I  —  ni-  }x-  -^y^  —  2  mrx  —  r*  =  o. 

où  l'on  suppose  m  variable,  ont  deux  points  communs  et  que,  si  les 
axes  sont  rectangulaires,  elles  ont  en  outre  un  foyer  commun  ; 

20  Trouver  l'équation  (B)  de  la  conique  assujettie  aux  conditions 
suivantes  :  passer  par  l'origine,  être  tangente  à  l'une  des  coniques 
représentées  par  (A)  en  un  point  P  (x',y')  pris  sur  cette  courbe,  et 
enfin  passer  par  les  deux  projections  du  point  P  sur  les  axes  de 
coordonnées; 

3»  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  avec  les  courbes  représen- 
tées par  (A)  des  tangentes  issues  d'un  point  {x  =  o,y  =  4)  de  l'axe 
des^  lorsque  l'on  fait  varier  /«; 

4*  Trouver  le  lieu  des  centres  des  courbes  (B)  correspondantes  à 
une  courbe  (A)  quand  on  fait  varier  le  point  P  sur  cette  courbe* 

>o  Discuter  l'équation  B  en  supposant  que  l'on  déplace  le  point  P 
sur  une  des  courbes  représentées  par  l'équation  (A);  séparer  les 
parties  qui  correspondent  à  des  ellipses  de  celles  qui  correspondent 
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à  des  hyperboles,  et  irouver  le  lieu  de   séparation  lorsque  l'on   fait 
varier  m. 

1890.  —  Première  session.  On  donne  deux  axes  rectangulaires 
x'Ox,  y'Oy,  et  deux  points  A,  B  symétriques  par  rapport  au 
point  O. 

1"  On  prend,  sur  l'axe  des  x,  un  point  quelconque  P,  et  l'on  con- 
sidère la  parabole  {V)  qui  est  tangente  aux  droites  P.\,  PB  au 
point  A  et  au  point  B.Lieu  du  sommet  et  du  foyer  de  cette  parabole 
([uand  le  point  P  parcourt  Vay.ex'Ox\ 

20  On  prend,  sur  l'axe  des  j',  un  point  Q  quelconque,  et  l'on  con- 
sidère la  parabole  (Q)  qui  est  tangente  aux  droites  QA,  QB,  au 
point  A  et  au  point  B.  Les  deux  paraboles  (P)  et  (Q)  qui  corres- 
pondent ainsi  à  un  point  P  pris  sur  x' O  x  et  à  un  point  Q  pris  sur 
jk'Ojk,  se  coupent  aux  points  A,  G  et  en  deux  autres  points  G,  D. 
Former  l'équation  de  la  droite  GD,  et  trouver  le  lieu  décrit  par  les 
points  G  et  D  quand  les  deux  points  P  et  Q  se  déplacent  l'un  sur 
x'Ox,  l'autre  surjK'OjS  de  façon  que  l'abscisse  du  premier  soit  tou- 
jours égale  à  l'ordonnée  du  second. 

Deuxième  session.  On  donne  une  parabole  rapportée  à  deux  axes 
rectangulaires  Ox  cl  Oy\  cette  parabole  a  son  axe  parallèle  à  l'axe 
des^,  elle  passe  par  l'origine  et  le  point  de  l'axe  des  .r  dont  l'abscisse 
est  /,  enfin  elle  admet  une  ordonnée  maxima  égale  îx  f. 

On  donne  en  outre  une  droite  passant  par  l'origine  et  un  point  A 
{x=  l,y  =  h). 

i»  Démontrer  que,  si,  pour  une  abscisse  déterminée,  on  porte  en 
ordonnée  la  somme  algébrique  de  l'ordonnée  delà  droite  et  de  celle 
de  la  parabole  correspondant  à  cette  abscisse,  l'extrémité  de  cette 
ordonnée  est  sur  une  parabole  (P)  égale  à  la  première; 

2"  Démontrer  que  les  axes  des  coniques  qui  passent  par  l'inter- 
section d'un  cercle  et  d'une  conique  sont  parallèles  aux  axes  de 
celle-ci  ; 

3*  Une  circonférence  de  cercle  décrite  sur  OA  comme  diamètre 
coupant  la  parabole  (P)  en  quatre  points  0,  A,  B,  G,  chercher  le 
lieu  du  point  d'intersection  des  sécantes  communes  OA,  BG  quand 
on  fait  varier  h  et  construire  ce  lieu  qui  n'est  pas  du  deuxième  de- 
gré ; 

4"  Ghercher  la  valeur  du  rapport -^pour  laquelle  le  cercle  décrit 

sur  OA    comme  diamètre  est  tangent  à  la  parabole,  quel  que  soit  h. 
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Nota.  Les  solutions  des  questions  proposées  de  1862  à  1887  pour 
l'admission  à  l'École  Centrale  se  trouvent  dans  le  Recueil  de  pro- 
blèmes de  Géométrie  analytique,  par  Gh.  Brisse  (Paris,  Gauthier- 
Villars  et  fils;  1889). 


IV.  —  Concours  général. 


1850.  —  Étant  donnés  deux  axes  fixes  Ox,  Oy  ;  autour  d'un 
point  fixe  P,  pris  dans  le  plan  de  ces  axes,  on  fait  tourner  un  angle 
a  P6  de  grandeur  donnée  et  constante  {a  marquant  le  point  où  l'un 
des  côtés  de  l'angle  va  couper  l'axe  Ox,  clb  le  point  où  l'autre  côté 
va  couper  l'autre  axe  Oy). 

On  demande  de  prouver  qu'il  existe  sur  l'axe  Ox  un  point  fixe  A 
et  sur  l'axe  O y  un  point  fixe  B,  tels  que  le  produit  du  segment  \a 
par  B6  reste  constant  pour  toutes  les  positions  de  l'angle. 

On  examinera  le  cas  particulier  où  les  axes  Oa*  et  Oy  coïncident. 

1851.  —  Étant  donnée  une  droite  LL',  on  mène  de  chacun  de  ses 
points  m,  deux  droites  à  deux  points  fixes/?,  p'. 

Deux  autres  points  fixes  O  et  0'  sont  les  sommets  de  deux  angles 
aOb,  a'O'b'  àe  grandeurs  données,  et  constants,  que  l'on  fait  tour- 
ner autour  de  leurs  sommets  respectifs,  de  manière  que  les  côtés 
Oa,  O'a!  soient  respectivement  perpendiculaires  sur  nip,  m.p'. 

On  demande  : 

i"  Quelle  est  la  courbe  qui  est  décrite  par  le  point  d'intersection  « 
des  deux  côtés  Oa,  O'a'; 

2>o  Quelle  est  la  courbe  qui  est  décrite  par  le  point  d'intersection  n' 
des  deux  autres  côtés  Ob,  Ob',  quand  le  point  m  glisse  sur  la 
droite  LL'. 

(Solution  par  M.  de  Policxac  (2'  prix).  —  Nouvelles  Annales;  i"  Série, 
t.  XI,  p.  91.) 

1852.  —  Étant  donnés  :  i«  les  distances  FM  =  R,  FM' =  R', 
FM"  =  K'  de  trois  points  M,  M',  M'  d'une  section  conique  au  foyer 
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F  de  cette  courbe;  ^oles  angles  MFA,  M'FA,  M"FA  qui  déterminent 
les  positions  des  rayons  vecteurs  FM,  FM',  FM",  relativement  à  une 
droite  fixe  FA  menée  par  le  foyer  dans  le  plan  de  la  courbe  ; 

On  demande  :  I"  de  déterminer  complètement  la  courbe,  sa  nature, 
sa  situation  et  ses  dimensions  ;  a"  d'appliquer  la  solution  aux  données 
suivantes  : 

R  =  o ,  3o9  080  1 1 ,  M  FA  =  1 6''58'  32" ,  3 , 
R' =  0,409  45o  I ,  M'FA  =  II 7022' 40", 5, 
R"  =  0,437  4i8,  M"FA  =  222»i2'35\ 

(Solution  par  M.  Barjou.  —  Nouvelles  Annales  ;  i"  Série,  t.  XI,  p.  355.) 

1853.  —  Première  question.  Déterminer  les  valeurs  de  u-,  x,y\  z 
satisfaisant  aux  équations 

(M  —  a)  X  -^  by  -1-  c  ^  =  o, 
b X  -r-  {u  —  b')y  -^-  c'z  —  o, 

ex  -{-  c'y  -h  c"z  —  o, 

a,  b,  c,  b',  c',  c"  sont  des  coefficients  numériques,  les  trois  derniers 
sont  positifs  ? 

Former  l'équation y(i<)  =  o  dont  dépendent  les  valeurs  de  u;  Ui 
étant  une  des  valeurs  de  u,  Xi,yi,  Zi  les  valeurs  correspondantes  de 
X,  y,  z  ;  Ui  étant  une  seconde  valeur  de  u^  et  x^,  JK27  ^2  'es  valeurs 
correspondantes  de  x,  y,  z;  prouver  qu'on  a  entre  ces  quantités  la 
relation 

(«2  —  Ui)(XiX2-^yiy2-\-  ZiZo)  =  o 

et  que  cette  relation  est  incompatible  avec  des  valeurs  imaginaires 
de  u.  Considérer  le  cas  particulier  où  l'on  a 

a  =  o,         h'  =  i,         c"  =  2  ;         6=1,         c  =  i ,         c'  =  i 

et  déterminer  avec  cinq  figures  la  valeur  de  u  supérieure  à  l'unité 
et  les  valeurs  correspondantes  de  .r,  y,  z.  (  Question  retirée.) 

Deuxième  question.  —  Donner  une  définition  géométrique  de  la 
parabole,  et,  partant  de  cette  définition,  exposer  géométriquement 
les  diverses  propriétés  de  la  courbe. 

1854.  —  1°  On  sait  et  l'on  démontre  aisément  que,  si  un  cercle 
roule  intérieurement  sur  la  circonférence  d'un  autre  cercle  d'un  rayon 


4.   —  CONCOrRS   GÉNÉRAL.  39* 

double,  la  ligne  décrite  par  un  point  de  la  première  circonférence 
est  un  diamètre  de  la  seconde,  et  l'on  a  fait  d'intéressantes  applica- 
tions de  cette  propriété  aux  arts  industriels.  On  propose  d'examiner 
le  cas  où  le  point  décrivant  est  situé  sur  un  rayon  du  cercle  mobile, 
en  dedans  ou  en  dehors  de  sa  circonférence  ;  on  déterminera  la 
nature  de  la  courbe  que  ce  point  décrit. 

2"  Démontrer  le  théorème  suivant  relatif  à  l'hyperbole. 

Si  Ton  prend  pour  diamètre  d'un  cercle  la  portion  de  l'axe  non 
transverse  comprise  entre  le  centre  et  la  normale  en  un  point  quel- 
conque de  la  courbe,  la  tangente  menée  au  cercle  par  ce  dernier 
point  est  égale  au  demi-axe  réel. 

Résoudre,  d'après  cela,  la  question  suivante  : 

Etant  donnés  les  deux  sommets  et  un  troisième  point  quelconque 
«le  l'hyperbole,  construire  la  normale  en  ce  point. 

Indiquer  les  propriétés  et  les  constructions  analogues  pour 
l'ellipse. 

(Solution  par  M.  Vieille.  —  Xoiivelles  Annales:  i"  Série,  t.  \IV,  p.  28.) 

1855.  —  Des  formules  d'interpolation  et  de  leurs  applications. 
Résoudre  l'équation 

ijStanga-  —  cos    ( — ^  4^*  1  =0, 3i4i6- 

1856.  —  1°  Démontrer  que  si  quatre  forces  se  font  équilibre,  on 
peut  considérer  leurs  directions  commejes  génératrices  d'un  même 
hyperboloïde  à  une  nappe. 

2»  Développer  log(i  -f-.ar)  en  série. 

1857.  —  Etant  données  deux  coniques  C  et  C,  on  mène  dans  la 
première  tous  les  systèmes  possibles  de  diamètres  conjugués,  et,  par 
'in   point  de  la  circonférence  de  l'autre,  on  mène  des  parallèles  aux 

iiamètres  de  chaque  système. 

Faire  voir  que  la  droite  qui  joint  les  seconds  points  d'intersection 
•  le  ces  parallèles  avec  la  courbe  passe  par  un  point  fixe. 

(Solution  par  .MM.  Burat  et  Bos.  —  \ouvelles  Annales;  1"  Série,  t.  WIII, 
p.  282.) 

(Autre  .Solution  par  M.  Delaptre.  —  Xouvelles  Annales;  2'  Série,  t.  IV, 
p.  353.) 

1858.  /   étant  un  nombre  donné  et  z  un  angle  aussi   donné, 
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mais  compris  entre  o  et  iSo»;  g^  G  et  h  étant  des  inconnues  auxi- 
liaires liées  par  les  relations 

G  sin^  =  —  sina, 

G  cos^  =  A- sina -i- cosa,  - 

,        Gsin^a 

On  demande  les  racines  réelles  de  l'équation 

h  sin'^a:  —  sin(^  —  a)  =  o. 
On  donnera  à  G  le  même  signe  que  k. 

1859.  —  Première  question{rQÙvée  sur  la  déclaration  de  plusieurs 
élèves  de  l'avoir  traitée).  On  donne  les  trois  axes  ia,  ib,  ic  d'un 
ellipsoïde,  et  l'on  demande  de  calculer  l'aire  de  la  section  faite  dans 
ce  corps  par  un  plan  mené  par  le  centre  perpendiculairement  à  la 
droite  qui  fait  avec  les  trois  axes  les  angles  a,  [3,  y. 

On  propose  en  outre  de  trouver  l'équation  de  la  surface  conique 
formée  par  les  perpendiculaires  élevées  par  le  centre  à  tous  les  plans 
qui,  passant  par  ce  point,  déterminent  des  sections  ayant  une  même 
aire  donnée. 

Deuxième  question.  —  Par  un  point  donné  sur  l'axe  d'un  parabo- 
loïde  de  révolution  on  mène  une  sécante,  et  par  les  points  où  cette 
sécante  coupe  la  surface,  on  mène  des  normales  à  la  section  méri- 
dienne qui  les  contient;  ces  normales  se  rencontrent  en  un  point 
dont  on  demande  le  lieu. 

On  examinera  si  tous  les  points  de  la  surface  obtenue  font  réelle- 
ment partie  du  lieu. 

1860.  —  Etant  donnés  deux  ellipsoïdes  A  et  B,  trouver  le  lieu  des 
sommets  des  trièdres  dont  les  faces  sont  tangentes  à  A  et  parallèles 
à  trois  plans  diamétraux  conjugués  de  B. 

(Solution  par  M.  Lemoine.  —  Nouvelles  Annales  ;  i'"  Série,  t.  XIX,  p.  349.) 

1861.  —  Un  ellipsoïde  étant  donné,  trouver  le  lieu  des  centres 
des  sections  planes  dont  l'aire  est  égale  à  une  constante  donnée. 

1862.  —  On  donne  deux  coniques  ayant  un  même  foyer  et  leurs 
axes  proportionnels.  Soient  FA,   FA'  leurs   rayons   vecteurs  mini- 
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mums;  on  fait  tourner  ces  rayons  vecteurs  autour  de  F.  en  conser- 
vant leur  distance  angulaire,  soit  FG,  FC  une  position  quelconque. 
En  G  et  G'  on  mène  les  tangentes  à  chacune  des  coniques.  Trouver 
le  lieu  de  leur  point  M  de  rencontre. 

(Solution  par  M.  Lebasteur  (  i"  prix).  —  A'oitvelles  Annales;  2'  Série, 
t.  V,  p.  370.) 

1863.  —  Une  surface  de  révolution  du  second  degré  pourvue  dun 
centre  se  meut  de  manière  que,  dans  chacune  de  ses  positions,  elle 
rencontre  suivant  une  circonférence  de  cercle  une  surface  du  second 
degré  fixe  et  donnée.  On  demande  le  lieu  du  centre  de  la  surface 
mobile. 

1864.  —  Deux  paraboles  de  même  paramètre  ont  leurs  axes  à 
angle  droit,  l'une  d'elles  est  fixe,  l'autre  est  mobile.  Une  corde  com- 
mune AB  passe  constamment  par  le  pied  D  de  la  directrice  de  la 
parabole  fixe. 

On   demande  le  lieu  décrit  par  le  sommet  de  la  parabole  mobile. 

1865.  —  Etant  données  deux  sections  coniques  tangentes  en  un 
point  0,  on  leur  mène  la  tangente  commune  OR,  ainsi  que  les  tan- 
gentes communes  extérieures  AA',  BB',  qui  se  coupent  au  point  M. 
(!Iela  posé,  on  propose  de  démontrer  que  : 

1°  La  droite  PP',  qui  joint  P,  P'  diamétralement  opposés  au  point 
O  dans  les  deux  coniques,  passe  par  le  point  M; 

2"  Les  droites  AB,  A'B',  qui  joignent  les  points  de  contact  de 
chaque  conique  avec  les  tangentes  extérieures  communes,  se  cou- 
pent en  un  point  R  qui  est  situé  sur  la  tangente  commune  inté- 
rieure OR  ; 

S-J  Les  tangentes  menéesaux  deux  coniques  par  le  point  R  touchant 
ces  courbes  en  des  points  situés  sur  la  droite  MO. 

On  fera  voir  que  généralement  le  point  R  ne  partage  cette  pro- 
priété avec  aucun  point,  et  l'on  déterminera  la  condition  qui  doit 
être  remplie  pour  qu'il  existe  une  ligne  telle,  que  les  tangentes 
menées  par  chacun  des  points  de  cette  ligne,  aux  deux  coniques, 
donnent  quatre  points  de  contact  en  ligne  droite. 

1866.  —  Démontrer  que  les  quatre  points  d'intersection  de 
deux  coniques  quelconques  inscrites  dans  un  même  rectangle  sont 
les  sommets  d'un  parallélogramme  dont  les  côtés  sont  parallèles  à 
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deux  directions  fixes.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  de 
contact  de  toutes  les  coniques  inscrites  dans  un  même  rectangle 
avec  des  tangentes  issues  d'un  point  donné  ou  menées  parallèle- 
ment à  une  direction  donnée.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points 
de  ces  coniques  où  la  tangente  fait  un  angle  donné  avec  le  diamètre 
qui  aboutit  au  point  de  contact. 

1867.  —  Un  ellipsoïde  étant  donné,  on  propose  de  trouver  une 
droite  L  dans  l'espace  et  un  point  P  sur  l'ellipsoïde,  de  façon  que 
les  cônes  qui  ont  pour  sommet  commun  le  point  P  et  pour  bases 
les  sections  faites  dans  l'ellipsoïde  par  les  plans  contenant  la 
droite  L  soient  tous  de  révolution;  on  cherchera,  en  outre,  quel 
est  le  lieu  des  positions  que  prend  la  droite  L  lorsque  le  plus  grand 
et  le  plus  petit  axe  de  l'ellipsoïde  restant  invariables  de  grandeur 
et  de  position,  on  fait  varier  la  longueur  de  l'axe  moyen. 

(  Solution  par  M.M.  Elue,  Welsch,  Dl'vivier.  —  Nouvelles  Annales  ;  2"  Série. 

t.  VI,  pp.  437, 459,  462.) 

1868.  —  On  propose  :  i"  de  trouver  le  lieu  géométrique  des 
points  divisant  dans  un  rapport  donné  les  portions  des  tangentes  à 
une  conique  qui  sont  comprises  entre  deux  droites  fixes;  2*  de 
classer  méthodiquement,  en  s'attachant  surtout  aux  cas  généraux,  les 
diverses  formes  que  ce  lieu  géométrique  peut  afFecler;  3°  de  trouver 
les  conditions  que  doivent  remplir  la  conique  et  les  deux  droites 
fixes  pour  que  le  lieu  géométrique  demandé  se  décompose  en  lignes 
du  premier  ou  du  second  ordre. 

1869.  —  On  donne  un  cercle  dont  le  centre  est  en  O  et  un  point 
P  dans  le  plan  de  ce  cercle,  en  dehors  de  la  circonférence. 

Trouver  le  lieu  décrit  par  les  foyers  d'une  hyperbole  équilatùre 
doublement  tangente  au  cercle  et  passant  par  le  point  P. 

On  construira  le  lieu  en  supposant  la  distance  PO  égale  au  triple 
du  rayon  de  la  circonférence. 

1870.  —  On  donne  dans  un  plan  deux  ellipses  concentriques 
ayant  mêmes  directions  d'axes,  et  l'on  demande  le  lieu  des  points 
tels  que  les  cônes  ayant  ces  points  pour  sommets  et  les  ellipses  pour 
directrices  soient  égaux. 

(Solution  par  M.  Augibr.  —  Nouvelles  Annales;  T  Série,  t.  \,  p.  i38.) 

1871.  —  (//  rt'jK  a  pas  eu  de  Concours  général.) 
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1872.  —  fltant  donné  un  prisme  triangulaire  droit,  on  le  coupe 
par  des  plans  rencontrant  les  trois  arêtes,  de  telle  manière  que  les 
volumes  des  troncs  de  prisme  obtenus  soient  dans  un  rapport 
donné  :  i"  trouver  la  surface  engendrée  par  le  centre  de  gravité  de 
l'un  des  troncs  de  prisme,  quand  le  plan  sécant  se  déplace  sans 
cesser  de  rencontrer  les  trois  arêtes;  7."  trouver  les  courbes  qui  for- 
ment les  contours  de  cette  surface. 

On  examinera  en  particulier  le  cas  où  le  prisme  donné  a  pour 
bases  des  triangles  équilatéraux. 

1873.  —  Une  surface  du  second  ordre  S  étant  donnée,  ainsi  que 
deux  points  A  et  B  sur  cette  surface,  il  existe  une  infinité  de  sur- 
faces du  second  ordre  I,,  qui  sont  tangentes  en  A  et  en  B  à  la  sur- 
face. On  propose  de  trouver  : 

i"  Le  lieu  géométrique  des  centres  des  surfaces  Z; 

2°  Le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  de  ces  surfaces  avec  les 
pians  tangents  qu'on  peut  leur  mener  parallèlement  à  un  plan  donné; 

3"  Le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  de  ces  mêmes  surfaces 
avec  les  plans  tangents  qu'on  peut  leur  mener  par  une  droite  donnée. 

(Solution  par  M.  Ch.  Brisse.  —  IVouvelles  Annales  ;  a"  Série,  t.  XII,  p.  i8.  ) 
(Solution  géométrique  par  M.  Genouille,  p.  21.) 

1874.  —  Démontrer  que  la  forme  la  plus  générale  d'un  poly- 
nôme entier  ¥{x)  réciproque  et  satisfaisant  à  la  condition 

F(^)  =  F(  I  —X) 

L'St 

F  {X)  —  (X2  —  xfP  {X^  —  X -^  1)1  [\q  {X^  —  X -\- l  )3» 

-^  Al (ar2  —  ar -T-  I  )3;«-"  (a;*  — a?)î -H  A2  (372  — 37  4-  I  )'(«- ■' (a-2  —  :r )« -f-  . .. 

-hA„(a~2— .r)2«], 

p,  q,  n  étant  des  nombres  entiers,  et  Aq,  Ai,  A*,  . . . ,  A„  des  con- 
stantes quelconques.  On  dit  qu'un  polynôme  entier  Y{x)  est  réci- 
proque (F  (a;)  étant  de  degré  M)  lorsqu'il  satisfait  à  la  relation 


\x  J  X"' 


m  <  M. 


(Solution  par  M.  Morbt-Blanc.  —  Nouvelles  Annales;  1'  Série,  t.  XIV 
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1875.  —  On  donne  un  ellipsoïde,  un  plan  et  un  point  dans  ce 
plan.  On  demande  le  lieu  des  sommets  des  cônes  circonscrits  à  l'ellip- 
soïde, et  dont  la  trace  sur  le  plan  donné  admet  le  point  donné 
pour  foyer. 

(Solution  par  M.  Tourrettes.  —  Nouvelles  Annales;  2°  Série,  t.  XV,  p.  269.) 

1876.  — Étant  donné  un  parallélépipède,  on  considère  trois  arêtes 
qui  n'ont  pas  d'extrémité  commune  et  les  deux  sommets  non  situés 
sur  ces  trois  arêtes  : 

i»  Trouver  l'équation  du  lieu  d'une  courbe  plane  du  second  degré, 
passant  par  ces  deux  points  et  s'appuyant  sur  les  trois  arêtes; 

20  Chercher  les  droites  réelles  situées  sur  la  surface; 

3»  Étudier  la  forme  des  sections  faites  dans  la  surface  par  des 
plans  parallèles  à  l'une  des  faces  du  parallélépipède. 

(  Solution  par  M.  Tourrettes.  —  Nouvelles  Annales  ;  2°  Série,  t.  XVIII,  p.  1 02.) 

1877.  —  Rechercher  les  surfaces  S  du  second  degré  sur  les- 
quelles il  existe  une  droite  D,  telle  que  l'hypcrboloïde  de  révolu- 
tion H,  qui  a  pour  axe  une  génératrice  rectiligne  quelconque  G,  de 
la  surface  S,  du  même  système  que  D,  et  qui  passe  par  la  droite  D, 
coupe  orthogonalement  la  surface  S  en  tous  les  points  de  cette 
droite. 

Si  l'on  considère  tous  les  hyperboloïdos  H  qui  se  rapportent  à  une 
même  surface  S  jouissant  de  la  propriété  énoncée  : 

jo  Trouver  le  lieu  des  sommets  A  et  celui  des  foyers  F  des  hyper- 
boloïdes  ir  conjugués  des  hyperboloïdes  H; 

1°  Par  l'un  des  foyers  F  de  l'hypcrboloïde  H'  on  mène  un  plan  P 
parallèle  à  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites  G  et  D,  et 
faisant,  avec  cette  dernière,  un  angle  supplémentaire  de  celui  que 
fait  avec  cette  même  droite  l'axe  G  de  l'hypcrboloïde  H  ;  trouver  le 
lieu  de  la  droite  qui  joint  le  point  oîi  le  plan  P  coupe  la  droite  D  à 
l'un  des  points  où  ce  plan  coupe  la  courbe  d'intersection  de  la  surface 
S  et  de  l'hyperboloïde  II. 

(  Solution  par  M.  Moret-Blanc. — Nouvelles  Annales  ;  2'  Série,  t.  XVII,  p. 209.  ) 
(Solution  par  M.  Bouué  (Prix  d'honneur).  —  a*  Série,  t.  XIII,  p.  i3.) 

1878.  —  Les  droites  A'OA,  B'OB,C'OG  sont  trois  axes  de  coor- 
données rectangulaires;  on  suppose  OA'  =  OA  =  a,  OB'  =  OB  =  6, 
OC  =  OG  =  c.  Déterminer  :  1°  le  lieu  des  axes  de  révolution  des  sur- 
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faces  du  second  degré  qui  passent  par  les  six  points  A',  A,  B',  B,  QJ, 
G;  2»  le  lieu  des  extrémités  D  de  ces  axes. 

On  construira  la  projection  du  lieu  des  points  D  sur  le  plan  AOB, 
en  supposant  a  ~;>  c  ^  b,  et  l'on  partagera  la  courbe  en  arcs  tels 
que  chacun  d'eux  corresponde  à  des  surfaces  de  même  espèce. 

(Solution  par  M.  Michaux.  —  Nouvelles  Annales  ;  2"  Série,  t.  XX,  p.  17.) 

1879.  —  On  donne  un  hyperboloïde,  par  un  point  P  pris  dans  le 
plan  de  l'ellipse  de  gorge  on  mène  une  parallèle  à  une  génératrice 
quelconque,  et  l'on  considère  le  cylindre  de  révolution  qui  aurait 
pour  axe  cette  parallèle  et  passerait  par  la  génératrice.  Ce  cylindre 
coupe  l'hyperboloïde  suivant  une  courbe  du  troisième  degré. 

Cette  courbe  du  troisième  degré  possède  un  point  double  dont 
on  demande  le  lieu. 

(Solution  par  M.  Gribss.   —  Nouvelles  Annales;  2'  Série,  t.  XX,  p.  20.) 

Question  retirée.  —  Etant  donnée  une  équation  du  troisième  degré 

x^  -^  ax'^  ~-  bx  -^  c  =  o, 

calculer  les  coefficients  m,  n,  p  d'un  polynôme  du  second  degré 

mx'^  -\-  nx  -^ p 

tel  que  les  valeurs  que  prend  ce  polynôme  quand  on  y  remplace  x 
successivement  par  les  trois  racines  de  l'équation  proposée  soient 
égales  à  ces  trois  racines. 

Réciproquement,  étant  donné  un  polynôme  du  second  degré 
ma-'  -T-  nx~p,  calculer  les  coefficients  a,  b,  c  d'une  équation  du  troi- 
sième degré 

X^  -r-  aX'  -r-  bx  -+-  c  =  o 

telle  que  la  propriété  énoncée  précédemment  ait  lieu. 

1880.  —  Sur  une  courbe  donnée  du  troisième  degré,  ayant  un 
point  de  rebroussement  O,  on  considère  une  suite  de  points  -\_„, 
A-(n-n,  ...,  A_î,  A_t,  Ao,  A,,  A5,  ...,  A^-i,  A„,  tels  que  la  tan- 
gente en  chacun  de  ces  points  rencontre  la  courbe  au  point  suivant  : 

i<>  Etant  données  les  coordonnées  du  point  A©,  on  propose  de 
trouver  les  coordonnées  des  points  A_„,  A„,  et  de  déterminer  les 
limites  vers  lesquelles  tendent  ces  points  quand  l'indice  n  augmente 
indéfiniment; 

|{.  —  Ex.  de  Géant,  anal.,  II.  5* 
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1°  On  demande  le  lieu  décrit  par  le  premier  point  limite  lorsque 
la  courbe  du  troisième  degré  se  déforme  en  conservant  le  même 
point  de  rebroussement  O,  la  même  tangente  en  ce  point,  et  en  pas- 
sant constamment  par  trois  points  fixes  P,  Q,  R; 

30  On  étudiera  comment  varient  les  points  d'intersection  de  ce 
lieu  et  des  côtés  du  triangle  PQR,  quand  les  sommets  de  ce  triangle 
se  déplacent  sur  des  droites  passant  par  le  point  0. 

(Solution  par  M.  Dorlet.  —  Nouvelles  Annales;  3°  Série,  t.  I,  p.  256.) 
Question  retirée.  —  Le  produit 

x(-?)(-ï)-(-^) 
est  représenté  par 


-^+  ...  +-^+  Ao  +  A,^-^  ...  A„5«; 

1°  On  demande  d'exprimer  en  fonction  du  paramètre  q  les  coeffi- 
cients des  différentes  puissances  de  la  variable  z; 

■2"  Le  paramètre  q  étant  un  nombre  réel  dont  la  valeur  absolue 
est  inférieure  à  l'unité,  ou  une  quantité  imaginaire  dont  le  module 
est  inférieur  à  l'unité,  démontrer  que  le  coefficient  d'une  puissance 
quelconque  de  z  tend  vers  une  limite,  quand  n  augmente  indéfini- 
ment, et  déterminer  cette  limite. 

1881.  —  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  les  pieds  des  six 
normales  qu'on  peut  mener  de  l'un  quelconque  d'entre  eux  à  un 
ellipsoïde  donné  à  trois  axes  inégaux  se  séparent  en  deux  groupes 
de  trois  points  dont  les  plans  respectifs  soient  parallèles  entre  eux. 

Montrer  que,  si  l'on  donne  un  point  P  du  lieu,  la  solution  de  ce 
problème  :  mener  du  point  P  les  normales  à  l'ellipsoïde,  dépend  de 
la  résolution  de  deux  équations  du  troisième  degré. 

Discuter  ces  équations. 

(Solution  par  M.  Giat.  —  Nouvelles  Annales;  3"  Série,  t.  IV',  p.  265.) 

1882.  —  Par  un  point  P  pris  dans  le  plan  d'une  parabole  donnée, 
dont  le  sommet  est  en  O,  on  mène  à  cette  courbe  trois  normales 
qui  la  rencontrent  aux  points  A,  B,  C.  Les  longueurs  PA,  PB,  PC, 
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PO,  étant   représentées   respectivement  par  a,  b,  c,  /,  on  demande 
de  former  l'équation  du  troisième  degré  dont  les  racines  sont 

/-  —  a-,         l-  —  b-,         l-  —  c-, 

et  d'indiquer  les  signes  des  racines  d'après  la  position   du  point  I' 
dans  les  diverses  régions  du  plan. 

1883.  —  D'un  point  P,  pris  sur  une  normale  en  un  point  A  d'un 
paraboloïde  elliptique,  on  peut  mener  à  la  surface  quatre  autres  nor- 
males ayant  pour  pieds  des  points  B,  G,  D,  E  : 

I»  Trouver  l'équation  de  la  sphère  S  passant  par  les  quatre  points 
B,  C,  D,  E; 

2°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sphères  S  quand  le  point  P  se 
déplace  sur  la  normale  au  point  A,  ainsi  que  la  surface  engendrée 
par  la  droite  PI. 

(Solution  par  M.  Fontenk.  —  Nouvelles  Annales;  3»  Série,  t.  III,  p.  423.) 
(Autre  solution  par  M.  Roussel.  —  Aouvelles  Annales;  3'  Série,  t.  VII, 
p.  344.) 

1884.  —  Par  le  centre  d'un  ellipsoïde  donné,  on  mène  trois  dia- 
mètres conjugués  quelconques,  et,  par  les  points  où  ces  droites  ren- 
contrent la  sphère  circonscrite  au  parallélépipède  formé  par  les  plans 
tangents  aux  sommets  de  l'ellipsoïde,  on  fait  passer  des  plans. 

1°  Trouver  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un 
point  donné  P  sur  ces  plans  variables. 

2»  Ce  lieu  est  une  surface  du  quatrième  ordre,  dont  l'équation 
peut  être  ramenée  à  la  forme  suivante 

i^î  _i- yî  _^  -î)2  -^  4  Aj-»  -^  4A>î  ^  4  A';:»  -^'ècx 

—  8c>  — Sc'^-^^D  =  0. 

Trouver  toutes  les  sphères  telles  que  chacune  d'elles  coupe  la 
surface  suivant  deux  cercles. 

3*  Ces  sphères  forment  cinq  séries,  parmi  lesquelles  deux  ne  sont 
pas  distinctes. 

Démontrer  que  les  sphères  de  la  série  double  passent  toutes  par 
un  même  point,  et  trouver  le  lieu  de  leurs  centres. 

Démontrer  que  les  sphères  des  trois  autres  séries  coupent  respec- 
tivement à  angle  droit  les  sphères  fixes  Si,  Sj,  S3. 

4°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sphères  de  ces  trois  séries. 

(Solution  par  M.  Ch.  Brissb.  —  iVo«v'e//e5^/ina/ei;3*  Série,  t.  III,  p.  323.) 
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1885.  —  Étant  donné  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  on  considère 
toutes  les  cordes  de  celte  surface  qui  sont  vues  du  centre  sous  un 
angle  droit  et  l'on  demande  : 

i"  L'équation  du  cône  lieu  géométrique  des  cordes  D  qui  passent 
par  un  point  donné  S  ainsi  que  les  positions  du  point  S  pour  les- 
quelles ce  cône  est  de  révolution; 

20  La  courbe  à  laquelle  sont  tangentes  toutes  les  cordes  D  situées 
dans  un  plan  donné  P  ainsi  que  les  positions  du  plan  P  pour  les- 
quelles cette  courbe  est  une  parabole  ou  une  circonférence  de 
cercle. 

(Solution  par  M.  Marchand.  —  Nouvelles  Annales;  3«  Séi-ie,  t.  VII,  p.  8.) 

1886.  —  Étant  donnés  une  surface  du  second  ordre  S  et  deux 
points  A  et  B,  on  mène  par  B  une  sécante  qui  rencontre  la  surface  S 
aux  points  G,  G'  et  le  plan  polaire  du  point  A  au  point  D.  Soient 
M  et  M'  les  points  où  la  droite  AD  rencontre  les  plans  qui  touchent 
la  surface  aux  points  G  et  G'.  La  sécante  BD  tournant  autour  du 
point  B,  on  demande  le  lieu  décrit  par  les  points  M  et  M'.  Ge  lieu  se 
compose  de  deux  surfaces  du  second  ordre  dont  l'une  est  indépen- 
dante de  la  position  occupée  par  le  point  B  dans  l'espace  et  dont 
l'autre  2  dépend  de  la  position  de  ce  point.  Ghercher  ce  que  devient 
X,  quand,  dans  la  construction  qui  donne  les  points  de  cette  surface, 
on  fait  jouer  au  point  A  le  rôle  du  point  B  et  inversement. 

Le  point  A  restant  fixe,  déterminer  les  positions  occupées  par  le 
point  B  quand  la  surface  2  n'a  qu'un  centre  unique  à  distance 
finie. 

(Solution  par  M.  Marchand.  —  Nouvelles  Annales;  3°  Série,  t.  VII, 
p.  i4.) 

(Autre  solution  par  M.  Malo.  —  Nouvelles  Annales;  3°  Série,  t.  VII. 
p. 317.) 

1887.  —  1°  On  représente  par 

{xi,yi),         (3:2,72),  •••-         {x„i,ym) 

les  coordonnées  des  points   d'intersection   de    deux    courbes   algé- 
briques dont  les  équations  mises  sous  forme  entière  sont 

f{x,y)=o,         ¥{x,y)  =  o. 

On  suppose  que  ces  points  d'intersection   sont  simples  et  situés  à 
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distance  finie.  Montrer  que,  pour  chaque  valeur  de  i,  on  peut  écrire 

(i=  I,  2,  3  , . . . ,  m), 

les  coefficients  a,-,  bj,  A,-,  B/,  étant  des  polygones  en  x,  y. 
On  pose 

or,     hi 

A,     B, 

et 

I   =   7/1 

'  -  1 

et  l'on  demande  de  déterminer  les  constantes  C/  de  manière  que  le 
polynôme  <I>  prenne  pour  or  =  x,- et ^  =  ^,-  une  valeur  donnée  «/. 
Montrer  que  le  polynôme  «ï»,  ainsi  obtenu,  comprend,  comme  cas 
particulier,  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange.  Démontrer  que 
tous  les  polynômes  en  j:  et  enj^'qui,  pour.r  =  r,  et  j»-  =j»',,  prennent 
la  valeur  ^//  peuvent  être  mis  sous  la  forme 

*  —  M/-T-  NF, 

M  et  N  étant  des  polynômes  en  x  et  enj-. 

20  Soient 

les  équations  de  deux  coniques  u  et  U,  et  Xj,  Xj,  X3  les  racines  de 
l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  discriminant  de  la  fonction 

/-XF; 

trouver  la  relation  entre  Xj,  Xj,  X3  exprimant  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  qu'on  puisse  inscrire  dans  la  conique  u,  un  qua- 
drilatère circonscrit  à  la  conique  U. 

1888.  —  Soit  C  la  courbe,  lieu  géométrique  des  sommets  des 
angles  de  grandeur  constante,  circonscrite  à  une  ellipse  donnée  E: 
D  une  droite  également  donnée.  Démontrer  qu'il  y  a  trois  coniques 
tangentes  à  la  droite  D  et  touchant  en  quatre  points  la  courbe  C. 
Déterminer  la  nature  de  ces  trois  coniques. 

Soient  x^i'^ii'^ii'^;  les  points  où  la  droite  D  rencontre  la  courbe  C; 
par  deux  de  ces  points  ai,  aj,  par  exemple,  on  fait  passer  une  série 
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de  cercles  coupant  la  courbe  G  en  deux  points  variables  M  et  M  ; 
trouver  la  courbe  enveloppe  des  droites  MM'. 

On  suppose  la  droite  D,  tangente  à  l'ellipse  E,  et,  par  les  points 
ai,  a2,  «3,  a4,  où  cette  tangente  rencontre  la  courbe  G,  on  mène  des 
tangentes  autres  que  la  tangente  D;  trouver  le  lieu  décrit  par  les 
sommets  du  quadrilatère  forme  par  ces  tangentes,  quand  la  droite  D 
roule  sur  l'ellipse  E. 

(Solution  parM.  Ch.  Brisse.  —  Nouvelles  Annales;  3' Série, t.  Vif,  p.  aSi.) 

1889.  —  On  donne  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  O  et  une 
parabole  P,  on  considère  les  coniques  G  inscrites  dans  le  quadrilatère 
formé  par  les  tangentes  communes  au  cercle  et  à  la  parabole.  Gela 
posé,  on  demande  : 

i"  De  trouver  l'enveloppe  des  polaires  A  du  centre  0  par  rapport 
aux  coniques  G  ; 

2°  L'enveloppe  des  tangentes  8  aux  coniques  G  telle  que  la  normale 
au  point  de  contact  passe  par  O  ;  l'enveloppe  des  axes  des  coniques  G  . 
Le  lieu  géométrique  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  0 
sur  A,  sur  les  tangentes  o  et  sur  les  axes  de  G. 

1890.  —  On  donne  une  surface  du  second  ordre  S,  un  point  fixe  A 
sur  cette  surface,  et  une  conique  G  située  dans  un  plan  P. 

Les  trois  droites  qui  joignent  le  point  A  aux  sommets  Aj,  A2,  A» 
d'un  triangle  T  situé  dans  le  plan  P  rencontrent  respectivement  la 
surface  S  en  des  points  «i,  a^,  a^  autres  que  A. 

i»  Démontrer  que  le  plan  a^  ai  «3  passe  par  un  point  fixe  M  quand 
le  triangle  T  se  déplace  dans  un  point  P  en  restant  conjugué  par 
rapport  à  la  conique  G  ; 

2"  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M  quand  la  conique  G  varie 
en  restant  circonscrite  à  un  quadrilatère  donné; 

3"  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M  quand  la  conique  G 
varie  en  restant  ensuite  dans  un  quadrilatère  donné. 
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1871.  —  On  donne  trois  points  A,  B,  C;  on  demande  de  trouver 
le  lieu  des  centres  des  ellipsoïdes  de  révolution  pour  lesquels  ces 
trois  points  fixes  sont  les  extrémités  de  trois  diamètres  conjugués. 

(Solution  parM.DE  GR0350UVRE. — Nouvelles  Annales  ;  i'  Série,  t.  \,  p.  372.) 

1872.  —  On  donne  deux  droites  fixes  A  et  A',  qui  ne  se  ren- 
contrent pas;  par  ces  deux  droites  on  fait  passer  des  surfaces  L  du 
second  degré,  pour  lesquelles  la  somme  des  carrés  des  longueurs  algé- 
briques des  axes,  ainsi  que  le  produit  de  ces  mêmes  longueurs,  sont 
des  quantités  constantes  et  données  : 

I»  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  L; 

2»  Considérant  une  quelconque  des  surfaces  L  et  le  centre  I  de 
cette  surface,  on  mène  par  le  point  I  une  droite  rencontrant  les 
deux  droites  fixes  en  D  et  D';  calculer  la  distance  DD'; 

30  Par  les  points  D  et  D',  on  mène  des  plans  respectivement 
perpendiculaires  aux  droites  A  et  A':  trouver  le  lieu  des  intersection> 
de  ces  plans. 

(  Solution  par  M.  Crosnier.  —  .\ouvelles  Annales;  a*  Série,  t.  XI,  p.  ^So.  ) 
(  Autre  soIutioQ  par  M.  Gavbet,  t.  XII,  p.  9a.  ) 

1873.  —  On  donne  une  hyperboloïde  à  une  nappe,  sur  lequel  on 
prend  une  génératrice  déterminée  G.  En  un  point  quelconque  F' 
de  cette  génératrice,  on  mène  la  normale  à  la  surface;  on  suppose 
que  cette  normale,  considérée  comme  un  rayon  incident,  se  réfléchit 
suivant  la  loi  connue,  sur  le  plan  de  l'ellipse  de  gorge.  On  demande  : 
lo  fa  surface  engendrée  par  le  rayon  réfléchi,  lorsque  le  point  P  se 
déplace  sur  la  génératrice  G;  2»  l'enveloppe  des  sphères  ayant  pour 
centre  le  point  d'incidence  et  pour  rayon  la  distance  du  point  d'inci- 
dence au  point  P. 

(Solution  par  M.  Gahbky.  —  Nouvelles  Annales;  a*  Série,  t.  XIII,  p.  39.) 
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1874.  —  On  donne  une  ellipse  et  une  hyperbole  homofocales; 
on  imagine  une  conique  quelconque  G,  doublement  tangente  à 
chacune  des  coniques  données.  On  demande  de  trouver  et  de  discu- 
ter le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  à  l'ellipse  et  à  l'hy- 
perbole aux  points  où  ces  courbes  sont  touchées  par  la  conique 
variable. 

(Solution  par  M.  Fiot.  —  Nouvelles  Annales;  2»  Série,  t.  XIV,  p.  3o8. ) 
(Autre  Solution  par  M.  Genty,  t.  XVI[,  p.  186.) 

1875.  —  A  un  ellipsoïde  donné,  on  circonscrit  une  série  de  sur- 
faces du  second  degré,  les  courbes  de  contact  étant  l'intersection 
de  l'ellipsoïde  par  un  plan  fixe  P.  On  circonscrit  ensuite  à  chaque 
surface  un  cône  ayant  pour  sommet  un  point  donné  A  : 

1°  Trouver  le  lieu  des  courbes  de  contact  des  cônes  et  des  surfaces; 

2"  Classer  les  surfaces  qui  forment  le  lieu,  quand  on  suppose  le 
point  P  fixe  et  le  point  A  mobile  dans  l'espace. 

On  déterminera  pour  chacune  des  variétés  du  lieu,  les  surfaces 
qui  limitent  les  régions  de  l'espace  où  se  trouve  alors  le  point  A. 

(Solution  par  .>[.  Gambey.  —  Nouvelles  Annales;  2»  Série,  t.  XVII,  p.  7-.) 

1876.  —  On  donne  une  parabole  et  un  point  H  dont  la  projection 
orthogonale  sur  le  plan  de  la  parabole  se  fait  au  sommet  de  cette 
parabole  : 

jo  Trouver  l'équation  générale  des  surfaces  de  révolution  du 
second  degré  qui  passent  par  la  parabole  P  et  par  le  point  H. 

20  Déterminer  le  nombre  de  celles  de  ces  surfaces  dont  l'axe 
passe  par  un  point  A  donné  dans  le  plan  Q,  qui  contient  le  point  H 
de  l'axe  de  la  parabole  P. 

Classer  les  mêmes  surfaces  quand  le  point  A  se  meut  dans  le 
plan  Q. 

(Solution  par  M.  Gambey.  — Nouvelles  Annales;  2"  Série,  t.  XVII,  p.  4ï4-) 

1877.  —  On  donne  un  ellipsoïde  et  un  point  A  : 

i»  Trouver  un  point  B  tel  que,  en  menant  par  ce  point  un  plan 
quelconque  P,  la  droite  AB  soit  toujours  l'un  des  axes  du  cône  qui 
a  pour  sommet  le  point  A  et  pour  base  la  section  de  l'ellipsoïde  par 
le  point  P  ; 
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2»  Le  problème  a,  en  général,  trois  solutions  :  trouver  pour  quelles 
positions  du  point  A  le  nombre  des  solutions  devient  infini; 

3°  Le  point  A  restant  fixe,  on  suppose  que  l'ellipsoïde  se  déforme, 
de  façon  que  les  trois  sections  principales  conservent  les  mêmes 
fojers,  et  l'on  demande  le  lieu  que  décrit  alors  le  point  B. 

(Solution  parM.  BouRGUET. — Nouvelles  Annales;  2"  Série,  t.  XVIII,  p.  170.) 

1878.  —  On  donne  une  sphère  S,  un  plan  P  et  un  point  A;  par 
le  point  A,  on  mène  une  droite  qui  rencontre  P  en  un  point  B;  puis 
sur  AB  comme  diamètre,  on  décrit  une  sphère  S';  le  plan  radical  des 
sphères  S  et  S'  rencontre  la  droite  AB  en  un  point  M. 

i"  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  AI  quand  la  droite  AB  tourne 
autour  du  point  A. 

20  Discuter  le  lieu  précédent,  en  supposant  que  le  point  A  se 
déplace  dans  l'espace,  le  plan  P  et  la  sphère  S  restant  fixes. 

(Solution  par  M.  Gambey.  —  Nouvelles  Annales;  2*  Série,  t.  XIX,  p.  82.) 

1879.  —  On  donne  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  un  point  A. 
On  considère  un  paraboloïde  circonscrit  à  Ihyperboloïde  et  tel  que 
le  plan  P  de  la  courbe  de  contact  passe  par  le  point  A.  Soit  M  le 
point  d'intersection  de  ce  paraboloïde  avec  celui  de  ses  diamètres 
qui  passe  par  A  ;  soit  Q  le  point  de  rencontre  de  P  avec  la  droite 
qui  joint  le  point  M  au  pôle  du  plan  P,  par  rapport  à  l'hyper- 
boloïde. 

Le  plan  tournant  autour  de  A,  on  demande  : 

1°  Le  lieu  du  point  M; 

2°  Le  lieu  du  point  Q.  Ce  second  lieu  est  une  surface  du  second 
degré  S,  que  l'on  discutera  en  faisant  varier  la  position  du  point  A 
dans  l'espace  ; 

3»  Le  lieu  des  positions  que  doit  occuper  le  point  A,  pour  que  S 
soit  de  révolution. 

(Solution  par  M.  Gambey.  —  Nouvelles  Annales:  3«  Série,  t.  I,  p.  2:^5.) 

1880.  —  On  donne  un  ellipsoïde  et  l'on  considère  un  cône  ayant 
pour  base  la  section  principale  de  l'ellipsoïde  perpendiculaire  à  l'axe 
mineur;  ce  cône  coupe  l'ellipsoïde  suivant  une  seconde  courbe  située 
dans  le  plan  Q. 

I»  Le  sommet  du  cône  se  déplaçant  dans  un  plan  donné  P,  trouver 
le  lieu  décrit  par  le  pôle  de  Q,  par  rapport  à  l'ellipsoïde; 

1°  Ce  lieu  est  une  surface  du  second  degré  2  ;  on  demande  de  déter- 
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miner  les  positions  du  pian  P  pour  lesquelles  le  cône  asymptote 
de  S  a  trois  génératrices  parallèles  aux  axes  de  symétrie  de  l'elli- 
psoïde. 

3°  Le  plan  P  se  déplaçant  de  façon  qu'il  satisfasse  aux  conditions 
précédentes,  trouver  le  lieu  des  foyers  des  sections  faites  dans  une 
surface  I,  par  un  plan  fixe  R  perpendiculaire  à  l'axe  mineur  de  l'elli- 
psoïde ; 

4°  Trouver  la  surface  engendrée  par  la  courbe,  lieu  de  ses  foyers, 
quand  le  plan  R  se  déplace  parallèlement  à  lui-même. 

(Solution  par  M.  Baudknes.  —  Nouvelles  Annales;  3°  Série,  t.  I,  p.  i8o.  ) 

1881.  —  On  donne  un  ellipsoïde.  On  considère  des  droites  D 
telles  que,  si  par  chacune  d'elles  on  mène  des  plans  tangents  à  l'elli- 
psoïde, les  normales  aux  points  de  contact,  M  et  M',  soient  ilans  un 
même  plan  : 

1°  Démontrer  que  la  droite  D  et  la  droite  des  contacts  MM'  sont 
rectangulaires  ; 

a"  Trouver  le  lieu  des  droites  D  qui  passent  par  un  point  donné  A  ; 

3°  Ce  lieu  est  un  cône  du  second  degré;  trouver  le  lieu  des  posi- 
tions du  point  A  pour  lesquelles  ce  cône  est  de  révolution  ; 

4°  Trouver  l'enveloppe  G  des  droites  D  qui  sont  contenues  dans 
un  plan  donné  P,  et  trouver  la  surface  S  engendrée  par  G  quand  P 
se  déplace  parallèlement  à  un  plan  donné  Q  ; 

5°  Trouver,  pour  quelle  direction  de  Q  la  surface  S  est  de  révo- 
lution. 

(Solution  par  M.  Genty.  —  Nouvelles  Annales;  o"  Série,  t.  VI,  p.  ^o\.) 

1882.  —  On  donne  une  ellipse  et  un  point  P  dans  son  plan  : 

i"  Trouver  le  nombre  de  cercles  osculateurs  à  l'ellipse  tels  que 
chacune  des  cordes  communes  à  l'ellipse  et  à  ces  différents  cercles 
passe  par  le  point  P; 

2»  Trouver,  pour  chacune  des  positions  du  point  P,  combien  de 
ces  cercles  sont  réels; 

3»  Démontrer  que  les  points  de  contact  de  l'ellipse  et  des  cercles 
osculateurs  sont  sur  lin  même  cercle  G; 

4°  Trouver  l'enveloppe  E  des  cercles  G,  quand  P  décrit  l'ellipse 
donnée; 

5°  La  courbe  E  peut  être  considérée  comme  l'enveloppe  d'une 
série  de  cercles  qui  coupent  à  angle  droit  un  cercle  fixe  et  dont  les 
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centres  sont  sur  une  conique.  Chercher   de  combien   de   manières 
différentes  est  susceptible  ce  mode  de  génération. 

1883.  —  D'un  point  donné  P,  on  mène  des  normales  à  un 
ellipsoïde  donné  : 

1°  Démontrer  que,  par  les  pieds  de  ces  six  normales,  on  peut  faire 
passer  une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre  S,  concentriques  à 
l'ellipsoïde  ; 

2°  Trouver  le  lieu  que  doit  décrire  le  point  P  pour  que  les  sur- 
faces S  soient  de  révolution  ; 

3°  Déterminer  le  cône  lieu  des  axes  de  révolution  des  surfaces  S  ; 

4°  Sur  la  section  de  ce  cône,  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
mineur  de  l'ellipsoïde,  indiquer  les  points  par  lesquels  passe  l'axe  de 
révolution  quand  la  surface  S  est  un  ellipsoïde,  un  hyperboloïde  à 
une  ou  deux  nappes,  un  cône,  un  cylindre  ou  un  système  de  deux 
plans  parallèles. 

(  Solution  par  M.  Moret- Blanc.  —  Nouvelles  Annales  ;  3"  Série,  t.  VII,  p.  335.  ) 

1884.  —  On  donne  une  ellipse  et  une  hyperbole  situées  respec- 
tivement dans  deux  plans  rectangulaires  P  et  Q,  et  pour  chacune 
desquelles  la  droite  d'intersection  des  deux  plans  P  et  Q  est  un  axe 
de  symétrie. 

I»  On  considère  tous  les  plans  R  tangents  à  la  fois  à  l'ellipse  et  à 
l'hyperbole,  et  l'on  propose  de  démontrer  qu'il  existe  une  infinité 
de  surfaces  du  second  degré  S,  tangentes  à  la  fois  à  tous  les  plans  R  ; 

2»  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  S  et  déterminer  la 
nature  de  chacune  de  ces  surfaces,  suivant  les  positions  occupées 
par  son  centre; 

3*  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  le? 
surfaces  S  soient  homofocales. 

(Solution  par  M.  Jaggi.  —  Nouvelles  Annales;  3'  Série,  t.  VII.  p.  S^i.) 

1885.  —  Etant  donnés  une  sphère  S  et  un  petit  cercle  G  de  cette 
sphère,  on  propose  : 

1»  De  montrer  qu'il  existe  deux  paraboloïdes  passant  par  le  cercle  G 
et  touchant  la  sphère  en  un  point  .M  donné  sur  sa  surface;  former 
les  équations  des  deux  paraboloïdes; 

2°  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  paraboloïdes  correspoDdant  aux 
divers  points  M  de  la  surface  S  ; 
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3°  A  un  point  Met  au  point  M'  diamétralement  opposé  sur  la  sur- 
face de  la  sphère  correspondent  quatre  paraboloïdes  qui,  combinés 
deux  à  deux  d'une  manière  convenable,  ont  une  ligne  commune 
autre  que  le  cercle  G;  déterminer  la  surface  engendrée  par  cette 
ligne  commune  lorsque  le  diamètre  MM'  prend  toutes  les  directions 
possibles. 

1886.  —  Etant  donnés  dans  un  plan  une  droite  D,  un  point  0  sur 
cette  droite  et  une  droite  D',  on  demande  : 

1°  De  former  l'équation  générale  des  coniques  qui  touchent  la 
droite  D  au  point  O  et  qui  ont  la  droite  D'  pour  directrice  ; 

'1°  De  montrer  que  deux  de  ces  coniques  passent  par  un  point 
quelconque  P  du  plan.  Déterminer  la  région  où  doit  se  trouver  le 
point  P  pour  que  ces  deux  courbes  soient  réelles,  et,  dans  ce  cas,  en 
reconnaître  le  genre; 

3°  Les  deux  coniques  du  faisceau  considéré,  qui  passent  en  un 
point  P,  se  coupent  en  un  second  point  P';  calculer  les  coordonnées 
du  point  P'  en  fonction  de  celles  du  point  P;  et,  en  supposant  que 
le  point  P  décrive  une  ligne  G,  trouver  quelle  doit  être  la  forme  de 
l'équation  de  cette  ligne  pour  que  le  point  P'  décrive  la  même 
ligne. 

(Solution  par  M.  Barisien.  —  Nouvelles  Annales;  3"  Série,  t.  VI,  p.  372.) 

1887.  —  1°  Démontrer  que  le  lieu  des  points,  tels  que  les  tan- 
gentes menées  de  chacun  d'eux  à  une  conique  S  soient  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  aux  tangentes  menées  à  une  autre  conique 
S',  est  une  troisième  conique  2  qui  passe  par  les  points  de  contact 
a,  b,  c,  d,  a',  b',  c' ,  d'  des  tangentes  communes  aux  deux  coniques 
S  et  S': 

20  La  conique  S  étant  une  ellipse  donnée,  et  la  conique  S  un 
cercle  donné,  trouver  l'équation  de  la  conique  S'; 

30  Démontrer  qu'il  existe  quatre  circonférences  de  cercle  réelles 
passant  chacune  par  deux  foyers  de  la  conique  S  et  deux  foyers  de 
la  conique  S'; 

4°  Soient  a  et  a  les  points  de  contact  de  S  et  S'  avec  l'une  de 
leurs  tangentes  communes.  Démontrer  que  si  a'  est  la  projection  du 
centre  de  la  conique  S  sur  la  tangente  commune,  les  normales  à  S' 
aux  points  b' ,  c',  d'  se  coupent  en  un  point  M  qui  reste  fixe, 
quand  S  varie  de  façon  à  passer  constamment  en  a  et  a'. 

(Solution  par  M.  Ferval.  —  Nouvelles  Annales;  3'  Série,  t.  VI,  p.  236.) 
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1888.  —  On  donne  un  ellipsoïde  S  et  deux  points  P  et  P',  et  l'on 
considère  les  ellipses  C  et  C  suivant  lesquelles  l'ellipsoïde  est  coupé 
par  les  plans  polaires  des  points  P  et  P': 

1°  Démontrer  que  les  coniques  C  et  C  et  les  points  P  et  P'  sont 
situés  sur  une  quadrique  S,  qui,  en  général,  est  unique; 

2°  Discuter  cette  quadrique  en  supposant  que  le  point  P'  se  déplace 
dans  l'espace,  le  point  P  et  l'ellipsoïde  S  restant  fixes; 

3°  Les  points  P  et  P'  étant  supposés  fixes  et  situés  de  façon  que  la 
quadrique  ^  soit  indéterminée,  trouver  le  lieu  du  centre  de  cette 
quadrique  ; 

i"  En  supposant  que  les  points  P  et  P'  se  déplacent  de  façon  que  la 
quadrique  S  soit  une  sphère,  trouver  la  surface  enveloppe  E  de 
cette  sphère  ; 

5°  Peut-on  déterminer  un  point  A  tel  que  la  transformée  par 
rayons  vecteurs  réciproques  de  la  surface  E,  en  prenant  le  point  A 
pour  pôle,  soit  un  cône  du  second  degré. 

1889.  —  On  donne  un  cône  du  second  degré  G  et  deux  quadriques 
A  et  A'  inscrites  dans  ce  cône.  On  considère  une  quadrique  variable  S 
inscrite  dans  le  même  cône  et  touchant  les  quadriques  données  A 
et  A'  en  des  points  variables  a  et  a'. 

|0  Démontrer  que  la  droite  aa'  passe  par  un  point  fixe; 

•2"  Trouver  le  lieu  de  la  droite  d'intersection  des  plans  tanirents  à 
la  surface  S  au  points  a  et  a  : 

3**  Démontrer  que  le  lieu  du  pôle  d  rm  plan  fixe  P  par  rapport  à  la 
surface  S  se  compose  de  deux  coniques  bitangentes; 

4°  Trouver  le  lieu  de  la  droite  qui  passe  par  les  points  de  contact 
de  ces  deux  quadriques  lorsque  le  plan  P  se  déplace  en  restant  pa- 
rallèle à  un  plan  tangent  au  cône. 

1890. —  I.On  donne  deux  droites  x  0j:,^0^,  qui  se  coupent  en  un 
point  O,  et  sur  la  première  un  point  A,  sur  la  seconde  un  point  B. 
Une  droite  mobile  rencontre  xOx' en  M  et^O_;'  en  i\,  et  l'on  sup- 
pose que  la  longueur  MN  est  égale  à  la  somme  ou  à  la  valeur  absolue 
de  la  dillérence  des  longueurs  AM  et  BN  : 

|0  Démontrer  qu'il  y  a  deux  séries  de  droites  qui  satisfont  à  cette 
condition.  Trouver  combien  on  peut  faire  passer  de  ces  droites  par 
un  point  donne  P  du  plan.  Construire  ces  droites  et  distinguerparmi 
ces  droites  celles  pour  lesquelles  la  longueur  MN  est  la  somme  des 
longueurs  AM  et  BN  de  celles  pour  lesquelles  elle  en  est  la  différence  ; 
B.  —  Ex.  de  Géom.  anal.,  II.  6* 
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2°  Soit  MN  une  droite  appartenant  à  l'une  des  deux  séries;  dé- 
montrer que  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OMN 
est  une  conique  qui  a  un  foyer  au  point  O,  et  que  l'enveloppe  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  OMN  est  un  cercle. 

II.  On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  P  dans  son  plan  : 

a.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  S  inscrites  dans  le 
triangle  ABC  et  qui  sont  vues  du  point  P  sous  un  angle  donné  co; 

h.  Discuter  ce  lieu  en  supposant  que  le  point  P  se  déplace  dans  le 
plan  du  triangle  ; 

c.  Démontrer  que,  si  l'angle  donné  lo  est  droit,  toutes  les  coniques 
S  sont  aussi  vues  sous  un  angle  droit  d'un  autre  point  P'.  Montrer 
que,  dans  ce  cas,  si  le  point  P  se  déplace,  la  droite  PP'  passe  par  un 
point  fixe  J,  et  que  le  produit  IP,  IP'  est  constant. 


SUPPLÉMENT  (189M897). 


École  Polytechnique. 


1891.  —  On  donne  une  parabole  P;  on  porte,  à  partir  de  chacun 
de  ses  points  et  dans  les  deux,  sens,  sur  une  parallèle  à  une  direc- 
tion fixe  A,  des  longueurs  égales  à  la  distance  de  ce  point  au  foyer  de 
la  parabole. 

i"  Trouver  le  lieu  des  extrémités  de  ces  longueurs;  montrer  qu'il 
se  compose  de  deux  paraboles  Pi  et  Pj  et  donner  la  raison  de  ce  dé- 
doublement. 

2°  Démontrer  que  les  axes  des  paraboles  Pj  et  Pj  sont  perpendi- 
culaires l'un  sur  l'autre,  qu'ils  pivotent  autour  d'un  point  indépen- 
dant de  la  direction  A,  et  que,  quelle  que  soit  cette  direction,  la 
somme  des  carrés  des  paramètres  est  constante. 

3°  Trouver  et  construire  le  lieu  décrit  par  les  sommets  des  para- 
boles Pi  et  Pj  lorsqu'on  fait  varier  la  direction  A. 

(Solution  par  M.  Lehaire.  —  Nouvelles  Annales;  3*  Série,  t.  XI,  p.  49)- 
( Solution  géométrique  par  M.  Malo.  —  Ibid.,  p.  61). 

1892.  —  On  donne  une  hyperbole  équilatère  et  une  circonférence  G 
décrite  sur  une  corde  DD'  de  cette  hyperbole  comme  diamètre. 

1°  On  mène  dans  la  circonférence  une  corde  perpendiculaire  à  DD': 
démontrer  que  la  moitié  de  celte  corde  est  moyenne  proportionnelle 
entre  les  distances  de  son  milieu  aux  points  où  elle  rencontre  l'hy- 
perbole. 
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'2»  Indiquer  dans  quel  cas  les  points  d'intersection  de  la  circonfé- 
rence et  de  l'hyperbole  sont  tous  réels, 

3°  Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  sécantes  communes 
à  l'hyperbole  et  à  la  circonférence,  lorsque  la  corde  DD'  se  déplace 
en  restant  parallèle  à  une  direction  fixe. 

4"  Soient  : 
H  un  des  points  communs  à  l'hyperbole  et  au  centre  mobile, 
A  le  point  où  la  tangente  à  la  circonférence  en  H  coupe  l'hyperbole, 
B  le  point  où  la  tangente  à  l'hyperbole  en  H  coupe  la  circonférence. 

Prouver  que  la  droite  AB  passe  par  un  point  fixe. 

1893.  —  Première  question.  Etant  donné  un  plan  et  deux 
sphères  S,  S',  de  rayons  R  et  R',  ayant  leurs  centres  dans  ce  plan,  on 
considère  une  sphère  variable,  ^,  tangente  aux  deux  premières  et  au 
plan.  On  demande  : 

I"  Le  lieu  du  point  de  contact  de  la  sphère  22  avec  le  plan  donné; 
2"  Le  lieu  géométrique  du  centre  de  la  sphère  S. 

Deuxième  question.  On  donne  deux  sphères  de  centres  G,  G  et 
un  cône  de  révolution  de  sommet  O,  dont  l'axe  est  perpendiculaire 
au  plan  GOG';  le  triangle  GOG'  est  rectangle  en  0.  On  demande 

I»  De  former  les  équations  du  lieu  des  centres  des  sphères  tan- 
gentes au  cône  et  aux  deux  sphères  données; 

20  De  discuter  la  nature  de  ce  lieu  dans  le  cas  où  le  triangle  rec- 
tangle GOG'  devient  isoscèle,  où  les  sphères  données  sont  égales,  et 
où,  de  plus,  la  sphère  variable  touche  les  sphères  données  toutes 
deux  extérieurement,  ou  toutes  deux  intérieurement. 

1894.  —  On  donne  une  sphère  S  et  une  droite  A,  dont  les  équa- 
tions, par  rapporta,  un  système  d'axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz, 
sont  : 

X-  -^- y- ^  z"  ==:  r^ 
et 

X  ~  az  ^ p,         y  =  bz  -h  q. 

Par  le  diamètre  de  la  sphère  qui  coïncide  avec  0^  on  fait  passer 
un  plan  quelconque,  P,  et  l'on  prend,  relativement  au  cercle  d'in- 
tersection de  la  sphère  et  du  plan,  la  polaire  du  point  où  ce  plan  ren- 
contre A. 


I 
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i'  Trouver  l'équation  et  reconnaître  la  nature  du  lieu  engendré 
par  cette  polaire  lorsque  le  plan  P  tourne  autour  de  Oz. 

7."  Trouver  la  série  de  plans  réels  qui  coupent  la  surface  i  ainsi 
obtenue  suivant  des  cercles,  et  vérifier  que  les  plans  d'une  de  ces 
séries  sont  perpendiculaires  à  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact 
des  plans  tangents  menés  à  la  «phère  S  p;ir  la  droite  A. 

3<"  Faire  voir  que,  si  l'on  déplace  la  sphère  S  sans  changer  son 
rayon,  de  manière  à  amener  son  centre  en  un  nouveau  point  Oi  de 
l'axe  Oz,  il  est  possible  de  déterminer  une  nouvelle  position  Aj  de  la 
droite  A,  telle  que  la  nouvelle  surface  S,,  engendrée  à  l'aide  de  A|, 
comme  on  l'a  indiqué  ci-dessus,  coïncide  avec  S. 

4"  Trouver  le  lieu  des  positions  de  la  droite  Aj  quand  le  point  Oj, 
centre  de  la  sphère,  se  déplace  sur  O^. 

Nota.  —  On  conservera  toutes  les  notations  de  l'énoncé. 

1895.  —  On  donne,  d'une  part,  deux  droites  D  et  D'  ne  se  cou- 
pant pas:  d'autre  pari,  deux  autres  droites  ne  se  coupant  pas,  A,  A'. 
On  considère  une  droite  variable  OA  passant  par  l'origine  O,  el 
située  dans  le  plan  de  coordonnées  xOy. 

i'  Former  l'équation  de  la  surface  du  deuxième  degré  S  qui  con- 
tient D,  D'  et  OA. 

9°  La  surface  S  et  la  surface  analogue  Z,  qui  contient  A,  A'  et  OA, 
se  coupent,  en  dehors  de  OA,  suivant  une  certaine  courbe.  Trouver 
la  surface  lieu  géométrique  de  cette  courbe  lorsque  OA  décrit  le 
plan  xOj. 

3°  Déterminer  les  droites  situées  sur  celte  surface. 

î"  Etudier  complètement  celte  surface  dans  le  cas  particulier  où 
les  quatre  droites  D,  D',  A  et  A'  sont  quatre  génératrices  d'un  même 
système  d'un  hyperboloïde  tangent  en  O  au  plan  xOy]  et  montrer 
que,  dans  ce  cas,  le  lieu  comprend  un  plan  qui  demeure  invariable 
lorsque  les  quatre  droites  décrivent  respectivement  des  plans  passant 
par  le  point  O. 

Nota.  —  On  conservera  les  notations  indiquées. 

1896.  —  On  donne  un  cercle  C  qui  a  pour  équations,  en  coor- 
données rectangulaires,  x=  a  ety^-r-z*=  a*.  On  considère:  i"  le 
cône  S  qui  a  pour  base  ce  cercle  et  pour  sommet  le  point  de  l'axe  Os 
qui  est  à  la  distance  X a  de  l'origine;  2»  la  surface  Si  engendrée  par 
des  droites  parallèles  au  plan  des  xy  et  qui  s'appuient  sur  l'^xe  O^ 
el  sur  le  cercle  donné. 
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On  demande  : 

I.  De  former  les  équations  des  deux  surfaces  S  et  Si  ; 

II.  De  trouver  l'expression  du  sinus  de  l'angle  des  plans  tangents 
aux  deux  surfaces  en  un  point  du  cercle  qui  a  pour  cote  z  =  [i.a  et 

de   calculer  ce   sinus,   avec  trois   décimales  seulement,  pour  X  =  - 

v/3 
et  a  =  —  , 

2 

III.  De  déterminer  l'intersection  des  deux  surfaces:  d'en  construire 
deux  projections  pour  X  =  -  ;  d'en  suivre  les  principales  transfor- 
mations quand  À  varie  de  o  à  l'infini. 

1897.  —  On  donne  dans  un  système  d'axes  rectangulaires  Ooys  : 
la  droite  AB,  qui  a  pour  équations  x  —  a,  j  =  z;  le  point  G,  qui  a 
pour  coordonnées  .r  =  o,  jk  =  o,  z  —  a.  On  considère  l'hyperbo- 
loïde  (II),  engendré  par  la  rotation  de  AB  autour  de  O^,  puis  la 
sphère  (S),  qui  a  pour  centre  G  et  qui  est  tangente  à  AB. 

I.  Trouver  les  équations  des  surfaces  (H)  et  (S). 

II.  Déterminer  leur  courbe  commune  et  calculer  (' )  le  rapport 
de  la  plus  grande  à  la  plus  petite  surface  que  cette  courbe  découpe 
sur  la  sphère.  (Il  suffira  de  donner  le  résultat  avec  deux  décimales.) 

III.  Autour  d'un  point  P  de  O^,  dont  la  cote  est  ^  =  A,  pivote 
une  sécante  qui  perce  l'hyperboloïde  (H)  en  un  point  H  et  la  sphère 
(S)  en  un  point  S.  On  demande  :  d'étudier  le  point  de  l'intersec- 
tion M  des  diamètres  OH  et  GS  ;  de  discuter  les  coefficients  angu- 
laires de  ses  directions  asymptotiques,  quand  le  point  P  décrit 
l'axe  Oz. 


(')  Les  calculs  seront  faits  sur  la  feuille. 
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École  Normale. 


1891.  —  Soit  E  une  ellipse  qui,  rapportée  à  ses  axes,  a  pour  équa- 
tion 

a-        b- 


—  1  =  0, 


et  soient  Tq,  y^  les  coordonnées  d'un  point  M  du  plan  de  celte 
ellipse:  on  considère  le  cercle  C  passant  par  le  point  .M  et  les  points 
de  contact  P  et  Q  des  tangentes  à  l'ellipse  issues  du  point  .AI. 

1°  Le  cercle  C  rencontre  l'ellipse  en  deux  autres  points  P'  et  Q'; 
prouver  que  les  tangentes  à  l'ellipse  en  ces  deux  points  se  coupent 
en  un  point  M' situé  sur  le  cercle;  montrer  que  par  M,  M' et  les  deux 
foyers  réels  on  peut  faire  passer  un  cercle,  de  même  par  M,  .M'  et  les 
deux  foyers  imaginaires. 

2°  Soient  I,  I',  1"  les  points  où  se  coupent  respectivement  les 
droites  PQ,  P'Q',  les  droites  PQ',  P'Q,  enfin  les  droites  PP'  et  QQ' : 
on  suppose  que  le  point  M  reste  fixe  et  que  l'ellipse  E  se  déforme  en 
gardant  les  mêmes  foyers;  on  demande  les  lieux  décrits  [»ar  les 
points  I,  r  et  I";  on  propose  enfin  de  montrer  que  tout  cercle  pas- 
sant par  les  points  1',  1"  est  orthogoUal  au  cercle  décrit  sur  MM' 
comme  diamètre. 

1892.  —  Un  cercle  G  est  représenté  en  coordonnées  rectangu- 
laires par  l'équation 

x^  -r-y^  —  •f.x  —  I  =  o. 

1°  On  demande  de  former  l'équation  générale  des  coniques  A  qui 
sont  doublement  tangentes  au  cercle  C,  de  telle  façon  que  la  corde 
des  contacts  passe  à  l'origine  des  coordonnées,  et  qui  sont  en  outre 
tangentes  à  la  droite  D  ayant  pour  équation 

y  =  x^~i-^\/'S. 

1°  Par  un  point  quelconque  M  du  plan,  de  coordonnées  a,  p,  il 
passe  en  général  deux  coniques  de  cette  espèce  A',  A";  où  le  point  M 
doit-il  se  trouver  pour  que  ces  coniques  soient  réelles? 
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3"  Les  deux  coniques  A',  A"  qui  passent  au  point  M  ont  trois  autres 
points  communs  Mj,  M2,  M3,  dont  on  demande  de  calculer  les  coor- 
données en  fonction  des  coordonnées  a,  j3  du  point  M. 

4"  Former  l'équation  de  l'hyperbole  équilatère  II  qui  passe  par  les 
trois  points  fixes  Mj,  Mo,  M3,  et  montrer  que  cette  hyperbole  passe 
par  quatre  points  fixes  quand  le  point  iM  se  déplace. 

5°  Trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  des  deux  coniques  A', 
A"  et  l'enveloppe  de  leurs  sécantes  communes  lorsque  les  cordes  de 
contact  de  ces  deux  coniques  avec  le  cercle  C  sont  perpendiculaires. 
Quelle  est,  dans  ce  cas,  l'espèce  des  coniques  A',  A"? 

Nota.  — •  On  prendra  comme  paramètre  variable  le  coefficient  an- 
gulaire 7n  de  la  corde  de  contact  de  la  conique  A  avec  le  cercle  C. 

1893.  —  \°  Les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  (G)  étant 
représentées  par  les  formules 

->.  2  2 

t  —  a  -^        t  —  b  t  —  c 

où  t  désigne  un  paramètre  variable  et  a,  b,  c  sont  trois  constantes 
différentes,  on  considère  tous  les  segments  de  droite  dont  les  deux 
extrémités  sont  sur  la  courbe  (C)  et  l'on  demande  de  trouver  la  sur- 
face S  lieu  des  milieux  M  de  ces  cordes. 

2°  Démontrer  que  la  surface  (S)  contient  la  courbe  (C)  et  ses  trois 
asymptotes. 

3°  Montrer  qu'à  chaque  point  M  de  cette  surface  correspond  une 
seule  corde  de  la  courbe  (G)  ayant  son  milieu  en  M.  Discuter  analy- 
tiquement  et  mettre  ainsi  en  évidence  trois  droites  tracées  sur  la  sur- 
face (S). 

4"  Délimiter  la  région  du  plan  des  xy  où  doit  se  projeter  un 
point  M  de  la  surface  (S)  pour  que  la  corde  dont  ce  point  est  le  mi- 
lieu joigne  deux  points  réels  de  la  courbe  (G). 

5°  Trouver  toutes  les  droites  situées  à  distance  finie  sur  la  sur- 
face (S). 

6"  Trouver  le  lieu  des  cordes  de  la  courbe  (G)  dont  les  milieux  sont 
sur  une  droite. 

1894.  —  On  considère  les  coniques  représentées  par  l'équation 

x"-  —■  1 À  xy  —  2  \  bx  —  4  (  ^  —  ^  )  J'  =  O) 
où  a  et  Z>  sont  des  constantes  et  X  un  paramètre  variable. 
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i"  Prouver  que,  si  À  varie,  les  polaires  d'un  point  fixe  .M  par  rap- 
port à  ces  coniques  passent  par  un  point  fixe  P,  dont  on  calculera 
les  coordonnées  au  moyen  des  coordonnées  du  point  M. 

?."  On  fait  décrire  au  point  M  une  droite  arbitraire  A, 


prouver  que  le  point  P  décrit  alors  une  conique  S  et  que,  lorsque  A 
se  di'place  dans  le  plan,  la  conique  S  se  déforme  en  passant  par  trois 
points  fixes  A,  A',  A*.  Inversement,  quand  le  point  P  décrit  la 
conique  S,  le  point  M  décrit  la  droite  A:  que  devient-il  quand  le 
point  P  vient  en  l'un  des  trois  points  A,  A',  A'? 

3»  Où  doit  être  pris  le  point  M  pour  que  le  point  P  soit  rejeté  à 
l'infini?  Quelle  position  doit  avoir  la  droite  A  pour  que  la  conique  S 
qui  lui  correspond  soit  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole? 

4"  On  considère  toutes  les  coniques  S  qui  sont  des  paraboles,  et, 
en  particulier,  les  axes  de  ces  courbes.  Prouver  que  par  tout  point 
du  plan  il  passe  trois  de  ces  axes  ;  distinguer  les  points  du  plan  pour 
lesquels  ces  trois  axes  sont  réels  et  ceux  pour  lesquels  un  seul  axe 
est  réel. 

5"  Trouver  le  lieu  des  points  pour  lesquels  deux  de  ces  axes  se 
coupent  à  angle  droit. 

1895.  —  Un  cercle  G  et  une  parabole  P  sont  repré?enl('>,  en  coor- 
données rectangulaires,  par  les  deux  équations 

x-~-  y^  —  4  «^  =  o,         y-  —  2  ajr  —  ^a-—  o  ; 

d'un  point  A,  pris  sur  l'axe  Oy,  on  mène  les  tangentes  au  cercle, 
dont  les  points  de  contact  sont  M  et  M',  et  les  tangentes  à  la  para- 
bole, dont  les  points  de  contact  sont  \  et  M'. 

I"  Démontrer  que  chacune  des  droites  M\,  MN',  M'N,  M'N'  passe 
par  un  point  fixe  lorsque  le  point  A  décrit  l'axe  O^. 

2»  Par  les  quatre  points  M,  M,  N,  N'  on  peut  faire  passer  une  co- 
nique admettant  l'axe  des^  pour  axe  de  symétrie;  former  l'équation 
de  celte  conique  E. 

'i"  Trouver  la  nature  el  le  nombre  des  coniques  E  qui  passent  par 
un  point  donné  du  plan,  d'après  la  position  de  ce  point  dans  le  plan. 

4"  Construire  la  courbe  décrite  par  les  points  de  contact  des 
coniques  E  avec  les  tangentes  paralièles  à  la  droite  qui  a  pour  équa- 
tion y  =  X.  Distinguer  les  portions  du  lieu  qui  conviennent  à  des 
ellipses  de  celles  qui  conviennent  à  des  hyperboles. 
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1896.  —  I.  On  considère  une  courbe  plane  telle  que  les  coordon- 
nées rectangulaires  d'un  quelconque  de  ses  points  s'expriment  au 
moyen  du  paramètre  t  par  les  formules 

X  —  at^  —  bf'  -^  et,        y  =  t^. 

Quels  doivent  être  les  coefficients  a,  b,  c  pour  que  les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la  courbe  soient 
des  fonctions  rationnelles  de  tl  Démontrer  que  toutes  les  courbes 
que  l'on  obtient  ainsi  sont  semblables  et  semblablement  placées. 

II.  Evaluer,  pour  l'une  d'elles,  la  longueur  de  la  boucle  située  au- 
dessous  du  point  double. 

III.  Considérant,  en  particulier,  la  courbe  (C)  que  représentent 
les  formules 

on  lui  mène  deux'  tangentes  parallèles,  de  coefficient  angulaire  /n. 
Déterminer,  en  fonction  de  m,  les  coordonnées  du  point  oii  la 
courbe  (C)  est  rencontrée  par  la  droite  qui  joint  les  points  de  cor- 
tact  de  ces  deux  tangentes,  et  trouver  l'enveloppe  (  E)  de  cette  même 
droite,  variable  avec  m. 

IV.  Former  les  équations  des  tangentes  menées  à  la  courbe  (E) 
par  un  point  Aode  la  courbe  (C)  correspondant  à  la  valeur  ^«du  pa- 
ramètre /.Quelle  est  celle  de  ces  droites  qui  rencontre  la  courbe  (C), 
abstraction  faite  de  Aq,  en  deux  points  où  les  tangentes  sont  paral- 
lèles? 

V.  Dans  l'espace,  on  considère  la  courbe  (K)  définie  par  les  équa- 
tions 

ainsi  que  les  cylindres  (S)  et  (S')  qui  k  'projettent  respectivement 
sur  les  plans  des  xy  et  des  xz.  Ces  deux  cylindres  se  coupent  suivant 
une  autre  courbe  (K').  Former  l'équation^du  cylindre  qui  projette  (K') 
sur  le  plan  àe?, yz. 

VI.  Trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  des  tangentes  à  la 
courbe  (K')  en  deux  points  situés  sur  une  même  génératrice  du 
cylindre  (S').  On  figurera  la  projection  de  ce  lieu  sur  le  plan  des  j^. 
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1897.  —  On  considère  deux  hyperboloïdes  à  une  nappe  H  et  H'  se 
coupant  suivant  deux  coniques  S  et  S  dont  aucune  ne  se  décompose; 
ces  deux  coniques  ont,  comme  on  sait,  deux  points  communs  A  et  B 
que  l'on  suppose  distincts.  Soit  ;jl  un  point  quelconque  de  2  ;  par  ce 
point  passent  quatre  génératrices  rectilignes  (  deux  sur  H  et  deux  sur 
H)  qui  rencontrent  S  aux  quatre  points  M,  N,  M',  N'. 

I.  Trouver  l'enveloppe  des  six  droites  qui  joignent  deux  à  deux 
ces  quatre  points;  on  trouvera  quatre  coniques  que  l'on  désignera 
par  c,  c',  Gj,  G»,  les  coniques  c  et  d  d'une  part,  Gi,  Gj  d'autre  part 
jouant  un  rôle  analogue.  On  indiquera  dans  quels  cas  l'une  de  ces 
coniques  se  réduit  à  un  point. 

II.  Dans  cette  seconde  partie,  on  ne  regarde  plus  H  et  H'  comme 
donnés;  on  se  propose  au  contraire  de  remonter  à  la  figure  primitive 
en  partant  des  éléments  auxquels  on  a  abouti  et  que  l'on  a  étudiés 
dans  la  première  partie  : 

I"  On  donne  la  conique  S;  peut-on  choisir  arbitrairement  l'une  des 
quatre  coniques  c,  c',  G|,  C*?  Les  trois  autres  alors  sont-elles  déter- 
minées ? 

2°  On  donne  S  et  c  ou  Ci,  à  quelles  conditions  est  assujettie  S?  Si 
l'on  donne  en  outre  S,  à  quelles  conditions  sont  assujettis  H  et  H'? 
Il  y  a  lieu  ici  de  distinguer  deux  cas,  suivant  que  l'on  donne  c  ou  Gj. 
Dans  l'un  de  ces  deux  cas,  les  deux,  hyperboloïdes  sont  variables, 
mais  chacun  d'eux  est  déterminé  quand  on  fixe  l'autre  :  trouver  alors 
l'enveloppe  E  de  la  droite  D  qui  joint  îcc  pôles  d'un  plan  fixe  FI  par 
rapport  aux  deux  hyperboloïdes  (on  remarquera  d'abord  que  la 
droite  D  reste  dans  un  plan). 

3"  Ecrire  l'équation  du  lieu  engendré  par  E  lorsque  le  plan  n 
tourne  autour  d'une  droite  fixe. 

Nota.  —  Les  candidats  qui,  pour  traiter  la  première  partie,  se- 
raient embarrassés  dans  le  choix  des  axes,  peuvent,  s'ils  le  veulent, 
prendre  pour  axe  des  x  la  droite  AB;  pour  axe  des  r  la  tangente 
en  A  à  la  conique  S  ;  pour  axe  des  z  la  tangente  en  A  à  la  conique  S  ; 
mais  ce  choix  d'axes  n'est  nullement  obligatoire. 
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1891.  —  Première  Session.  On  donne  deux  axes  rectangu- 
laires Ox,  Oy,  et,  sur  l'axe  des  x,  un  point  A  dont  l'abscisse  est  o. 
On  considère  le  faisceau  des  ellipses  pour  lesquelles  le  point  O  est 
un  sommet  d'axe  non  focal  et  la  parallèle  à  l'axe  des  r  menée  par  le 
point  A,  une  directrice. 

jo  Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
deux  ellipses  du  faisceau  considéré  passent  par  un  point  donné  P  est 
que  le  point  soit  à  l'intérieur  du  cercle  qui  a  le  point  0  pour  centre 
et  OA  pour  rayon. 

2"  Démontrer  que  ce  cercle  a  un  double  contact,  réel  ou  imagi- 
naire, avec  chacune  des  ellipses  du  faisceau. 

3"  Limiter  les  régions  du  plan  dans  lesquelles  doit  être  situé  un 
point  P  : 

i"  Pour  qu'une  seule  des  deux  ellipses  du  faisceau  qui  passent  par 
ce  point  ait  avec  le  cercle  un  double  contact  réel; 

2"  Pour  que  chacune  des  deux  ellipses  du  faisceau  qui  passent  par 
ce  point  ait  avec  le  cercle  un  double  contact  réel; 

3°  Pour  qu'aucune  des  ellipses  du  faisceau  qui  passent  par  ce  point 
n'ait  avec  le  cercle  un  double  contact  réel. 

4°  Lieu  des  pieds  des  normales  menées  par  le  point  O  à  toutes  les 
ellipses  du  faisceau. 

Deuxième  Session.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  et  un 
cercle  C  passant  par  l'origine  et  dont  le  centre  a  pour  coordonnées 

37  rrz ,  y  := -■  Dans  ce  cercle  on  mène  deux  cordes  de  lon- 

gueur  d,  passant  par  l'origine.  D'un  point  de  l'axe  des  x,  dont  l'ab- 
scisse est  p,  on  mène  des  droites  perpendiculaires  à  ces  cordes. 
Cela  étant  : 

1°  On  demande  l'équation  A  du  lieu  des  points  tels  que  le  produit 
de  leurs  distances  aux  cordes  soit  dans  un  rapport  donné  X  avec  le 
produit  de  leurs  distances  aux  droites  perpendiculaires  à  ces  cordes 
et  le  lieu  des  centres  des  coniques  représentées  par  l'équation  A 
lorsque  X  varie. 


I 
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2»  On  discutera  la  nature  des  coniques  représentées  par  l'équa- 
tion A. 

3°  Le  rapport  X  étant  choisi  de  telle  sorte  que  la  conique  A  de- 
vienne un  cercle,  on  demande  de  trouver  le  lieu  du  centre  de  ce 
cercle  lorsque  le  centre  du  cercle  G  décrit  l'hyperbole 

tr- 

X-  ~r-  nxy  =  —p- 

4 

1892.  —  Première  Session.  On  donne  dans  un  plan  deux  axes 
rectangulaires  Oo:,  Ov  et  une  droite  D  dont  l'équation  est 

Ax  ^  Bf  -H  G  =  o: 

sur  celte  droite  on  prend  un  point  quelconque  M  de  coordonnées  a, 
b,  et  à  ce  point  on  fait  correspondre  les  deux  paraboles  qui  ont 
toutes  deux  le  point  O  pour  foyer,  et  l'une  la  droite  x  —  a  =  o, 
l'autre  la  droite  j'  —  6  =  0  pour  directrices. 

1°  Démontrer  que  ces  deux  paraboles  ont,  en  général,  deux  points 
communs  réels  et  deux  points  communs  imaginaires,  et  former,  selon 
la  position  du  point  AI  sur  la  droite  D,  l'équation  de  la  droite  qui 
passe  par  les  deux  points  réels  communs  aux  deux  paraboles. 

2'  Trouver  le  lieu  des  points  communs  aux  deux  paraboles  que 
l'on  fait  ainsi  correspondre  à  un  point  M,  quand  ce  point  M  parcourt 
la  droite  D.  Ge  lieu  se  compose,  en  général,  d'une  ellipse  et  d'une 
hyperbole;  distinguer  sur  la  droite  D  la  partie  que  parcourt  le 
point  AI  quand  les  points  des  deux  paraboles  sont  sur  l'ellipse,  de 
celles  qu'il  parcourt  quand  ces  points  sont  sur  l'hyperbole. 

3°  Vérifier  analytiquement  et  expliquer  géométriquement  les  faits 
suivants  :  Soit  P  le  point  de  rencontre  de  la  droite  D  avec  l'un  des 
axes,  et  soient  sur  l'autre  axe,  de  part  et  d'autre  du  point  O,  les 
points  P'  et  P'  tels  que  l'on  ait 

OP'=OP'=  OP; 

L'une  des  deux  coniques  du  lieu  passe  par  P'  et  l'autre  par  P',  et 
les  tanijentes  au  lieu,  au  point  P' et  au  point  P',  sont  Ic-s  droites  PP', 
l'I'  : 

Construire  le  lieu  en  supposant  que  l'équation  de  la  droite  \)  est 

x-i-  7.y  —  2  =  0. 
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4°  Le  lieu  demandé  est,  en  général,  composé  d'une  véritable  ellipse 
et  d'une  véritable  byperbole;  trouver  les  divers  cas  particuliers  pour 
lesquels  il  en  est  autrement,  et,  dans  chacun  de  ces  cas,  reconnaître 
ce  que  deviennent  les  deux  coniques  du  lieu. 

Deuxième  Session.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  et  un 
.  point  A  dont  les  coordonnées  sont  p  et  q.  Par  ce  point  on  fait  passer 
deux  cercles,  dont  l'un  a  pour  centre  l'origine  et  l'autre  un  point  C 
de  l'axe  des  ;r  dont  l'abscisse  est  a. 

Par  le  point  A  on  mène  deux  sécantes  DAE,  FAG  ayant  une  lon- 
gueur commune  donnée  il. 

1°  Former  l'équation  générale  des  coniques  A  passant  par  les  points 
d'intersection  des  deux  sécantes  DAE,  FAG  avec  l'axe  des  y  et  la 
parallèle  à  cet  axe  menée  par  le  point  C. 

2°  Si  l'on  assujettit  une  des  coniques  A  à  passer  par  un  point  P  du 
plan,  reconnaître  le  genre  de  cette  conique  d'après  la  position  du 
point  P. 

3°  Déterminer  le  lieu  du  centre  des  coniques  A. 

4°  En  faisant  varier  /,  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des 
cordes  DF,  EG. 

1893.  —  Première  Session.  Etant  donnés  deux  axes  rectangu- 
laires et  sur  l'axe  des  x  deux  points  A  et  B  dont  les  abscisses  sont  a 
et  è,  sur  l'axe  desjK  un  point  C  dont  l'ordonnée  est  c,  on  considère 
le  faisceau  des  hyperboles  équilatéres  qui  passent  par  les  trois 
points  A,  B,  C. 

i"  Former  l'équation  de  celle  de  ces  hyperboles  qui  a  une  asymp- 
tote dont  le  coefficient  angulaire  est  un  nombre  donné  X,  et  former 
l'équation  de  cette  asymptote. 

Par  un  point  quelconque  du  plan  on  peut  mener  une  ou  trois 
droites,  telles  que  chacune  soit  asymptote  d'une  des  hyperboles  con- 
sidérées. Former  l'équation  du  lieu  des  points  par  lesquels  passent 
trois  droites  qui  satisfont  à  cette  condition,  et  qui  de  plus  sont 
telles  que  deux  d'entre  elles  sont  rectangulaires.  Construire  ce  lieu, 
indiquer  les  points  où  il  rencontre  les  côtés  du  triangle  ABC;  puis, 
prenant  un  point  quelconque  M  sur  ce  lieu,  trouver  le  centre  de 
chacune  des  hyperboles  qui  a  une  asymptote  passant  par  ce  point  M. 

1°  Former  l'équation  de  celle  des  hyperboles  considérées  qui  a  un 
axe  dont  le  coefficient  angulaire  est  un  nombre  donné  [x,  et  former 
l'équation  de  cet  axe. 
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Par  uti  point  quelconque  du  plan,  on  peut  mener  une  ou  trois 
droites  telles  que  chacune  soit  un  axe  d'une  des  hyperboles  consi- 
dérées. 

Former  l'équation  du  lieu  des  points  par  lesquels  passent  trois 
droites  qui  satisfont  à  cette  condition  et  qui,  de  plus,  sont  telles  que 
deux  de  ces  droites  ont  des  coefficients  angulaires  égaux  et  de  signes 
contraires. 

Construire  la  ligne  représentée  par  cette  équation;  et,  sur  cette 
ligne,  limiter  les  parties  sur  lesquelles  doit  être  un  point  pour  que, 
par  ce  point,  passent  trois  droites  réelles  satisfaisant  aux  condi- 
tions de  l'énoncé. 

Deuxième  Session.  On  donne  deux  axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires Ojc  et  Or  et  l'ensemble  de  deux  droites 

À  (_^  —  b)--r-  (  a*  —  a  j-  =  o. 

1°  Former  l'équation  générale  des  coniques  A  qui  admettent  ces 
deux  droites  pour  diamètres  conjugués  et  qui,  de  plus,  sont  tan- 
gentes à  l'axe  des  x; 

Démontrer  que,  par  un  point  quelconque  du  plan,  on  peut  faire 
passer  deux  de  ces  coniques. 

2»  On  considère  les  deux  coniques  A  qui  passent  par  un  point  (o,  q) 
de  i'axe  des  y,  et  l'on  demande  le  lieu  du  point  de  concours  des 
cordes  de  contact  des  tangentes  menées  de  l'origine  à  ces  deux 
coniques,  quand  on  fait  varier  q.  Ce  lieu  est  une  parabole  P  qui,  si 
l'on  fait  À,  a  deux  points  fixes  et  un  dHàmètre  fixe. 

3»  Laissant  À  fixe,  on  fait  mouvoir  le  point  (a,  b)  sur  la  parabole 
qui  a  pour  équation 

a  =  pb-, 

et   l'on  demande  le   lieu  du   point  de  rencontre  de  la   parabole  P 

avec  celui  de  ses  diamètres  qui  est  conjugué  à  la  direction  ayant  y-y 

pour  coefficient  angulaire. 

1894.  —  Première  Session.  On  donne  dans  un  plan  deux  axes 
rectangulaires,  x'Ox,  yOy,  un  cercle  C  dont  l'équation  est 

J-t„  j!_  ;.»  —  o, 

et  une  droite  D  dont  l'équation  est 

X  —  d  =  0. 
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A  un  point  quelconque  F  de  la  circonférence  du  cercle  C  on  fait 
correspondre  une  conique  A  qui  passe  par  l'origine  des  coordonnées, 
qui  a  un  foyer  au  point  F  et  pour  laquelle  la  directrice  qui  correspond 
à  ce  foyer  est  la  droite  D. 

Soient  I  le  centre  de  cette  conique  A,  A  et  A'  les  sommets  de  son 
axe  focal,  A  étant  celui  de  ses  deux  sommets  qui  est  le  plus  près  de  F, 
F'  son  second  foyer  : 

i"  Trouver  le  lieu  du  point  I  quand  le  point  F  décrit  la  circonfé- 
rence du  cercle  C.  Ce  lieu  est  une  conique;  déterminer  par  une  con- 
struction géométrique  ses  sommets  et  les  points  où  elle  rencontre  la 
circonférence  du  cercle  G. 

1"  Déterminer  par  une  construction  géométrique  le  point  A  et  le 
point  A',  sommets  de  l'axe  focal  de  la  conique  A  qui  correspond  à  un 
point  donné  F  de  la  circonférence  du  cercle  C. 

3°  Trouver  le  lieu  du  point  A  et  le  lieu  du  point  A'  quand  le 
point  F  décrit  la  circonférence  du  cercle  G. 

4°  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  foyer  F',  quand  le  foyer  F  décrit 
la  circonférence  du  cercle  G. 

Nota.  —  On  indiquera  comment  se  modifie  chacun  des  lieux  de- 
mandés, quand,  laissant  fixes  les  axes  de  coordonnées  et  invariable 
le  rayon  /•  du  cercle  G,  on  fait  croître  <^/  de  o  à  +  oc  . 

Deuxième  Session.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  x'Ooc, 
y'Oy,  un  point  M  situé  dans  l'angle  j^Oj  dont  les  coordonnées  sont  a, 
b,  un  point  P  situé  sur  l'axe  des  y  dont  l'ordonnée  est  p.  Par  le 
point  P  on  mène,  dans  le  plan  des  axes,  une  droite  quelconque  PR, 
et,  à  cette  droite  PR,  on  fait  correspondre  la  conique  A  qui  |)asse  par 
le  point  !\I,  qui  a  son  foyer  en  O,  et  pour  laquelle  la  droite  PR  est  la 
directrice  qui  correspond  au  point  O. 

I.  Déterminer  géométriquement  dans  quelle  région  du  plan  doit 
être  située  la  droite  PR  pour  que  la  conique  A  qui  lui  correspond 
soit  une  ellipse,  ou  pour  qu'elle  soit  une  hyperbole. 

Discuter  le  problème  en  laissant  fixe  le  point  M  et  en  déplaçant  le 
point  P  sur  l'axe  desjK- 

II.  Former  l'équation  du  lieu  décrit  par  le  centre  de  laconique  A, 
quand  la  droite  PR  tourne  autour  du  point  P.  Le  lieu  se  compose 
d'une  droite  et  d'une  conique  G.  Suivre  la  transformation  de  la 
conique  G  quand,  le  point  M  restant  fixe,  le  point  P  se  déplace  sur 
l'axe  des  j'. 

Expliquer  géométriquement  les  résultats  trouves  par  l'analyse. 
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III.  Démonlier  que  la  conique  C  est  doublement  tangente  au  cercle 
décrit  sur  OP  comme  diamètre,  et  reconnaître  si  cette  conique 
pénètre  ou  ne  pénètre  pas  dans  ce  cercle. 

Démontrer  que  si.  laissant  fixe  le  point  P,  on  déplace  le  point  M. 
un  des  deux  axes  de  la  conique  C  passe  toujours  par  le  milieu  I  de  OP 
et  trouver  sur  quelle  ligne  il  faut,  dans  ces  conditions,  placer  le 
point  M.  pour  que  l'autre  axe  de  la  conique  C  passe  aussi  par  le  mi- 
lieu de  OP. 

1895.  —  Première  Session.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Oa; 
et  0/,  sur  l'axe  des  x  un  point  A  d'abscisse  a*  =/>,  sur  l'axe  des  y 
un  point  B  d'ordonnée  jk  =  </. 

Ecrire  l'équation  générale  des  coniques  passant  par  le  point  A. 
tangentes  à  l'axe  desjK  en  B  et  admettant,  pour  diamètre  conjugué 
<Ie  Oj',  une  droite  dont  le  coefficient  angulaire  esl  m. 

i"  Faisant  varierai,  on  cherchera  le  lieu  des  centres  des  hyperboles 
équilatères  qui  font  partie  du  faisceau  de  coniques  représentées  par 
l'équation  générale  et  le  lieu  du  point  de  rencontre  du  diamètre  con- 
jugué de  Oy  dans  ces  hyperboles  avec  leur  tangente  en  A.  On  dis- 
tinguera sur  ces  deux  lieux  les  régions  qui  répondent  à  des  hyper- 
boles pour  lesquelles  les  points  A  et  B  sont  sur  une  même  branche, 
de  celles  sur  lesquelles  ces  points  sont  sur  des  branches  différentes. 

1°  Faisant  encore  varier  ni  et  considérant  les  paraboles  qui  font 
partie  du  faisceau  de  coniques  représentées  par  l'équation  générale, 
on  démontrera  que  par  un  point  du  plan  on  peut  faire  passer  trois 
axes  de  ces  paraboles.  On  considérera  les  points  du  plan  pour  les- 
quels un  des  axes  est  parallèle  à  Oy  et  l'on  cherchera  le  lieu  des 
points  d'intersection  des  deux  paraboles  qui  correspondent  aux  axes 
non  parallèles  à  0,^. 

3°  On  formera  l'équation  de  la  corde  commune  AC  de  ces  deux 
paraboles  et  l'on  cherchera  le  lieu  de  l'intersection  d'une  parallèle  à 
cette  corde  menée  par  l'origine  avec  les  diamètres  conjugués  de  O^ 
dans  ces  mêmes  paraboles. 

Deuxième  Session.  Les  axes  de  coordonnées  étant  supposes  rec- 
tangulaires, on  demande  l'équation  générale  des  hyperboles  équila- 
tères admettant  une  asymptote  passant  par  un  point  fixe  B  de  l'axe 
des  j'  et  dont  le  coefficient  angulaire  soit  m,  telles,  en  outre,  que  le 
produit  des  abscisses  à  l'origine  des  asymptotes  soit  constant  et  que 
le  carré  du  demi-axe  transverse  soit  aa*. 

R.  —  Ex.  de  Gcom.  anal.,  II.  «* 
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Faisant  varier  m  et  a  : 

1°  Démontrer  que  les  axes  de  symétrie  de  ces  hyperboles  forment 
un  faisceau  passant  par  deux  points  fixes  et  prouver  géométrique- 
ment que  le  lieu  des  sommets  de  celles  de  ces  hyperboles  dont  les 
axes  transverses  sont  égaux  est  un  limaçon  de  Pascal. 

2°  On  considérera  les  hyperboles  du  faisceau  telles  que,  l'origine 
des  coordonnées  se  trouvant  avec  la  courbe  dans  un  même  angle  des 
asymptotes,  le  produit  de  m  et  des  abscisses  à  l'origine  des  asymp- 
totes soit  de  signe  contraire  au  produit  des  distances  de  l'origine  aux 
asymptotes. 

On  démontrera  que,  par  un  point  du  plan,  on  peut  mener  deux 
hyperboles  de  ce  système  ayant  un  axe  transverse  donné. 

3»  Trouver  le  lieu  A  des  points  par  lesquels  on  peut  mener  deux 
de  ces  hyperboles  telles  qu'une  asymptote,  passant  par  B,  ait  pour 
coefficient  angulaire  -i-  i,  pour  l'une,  et  — i,  pour  l'autre. 

4°  On  considérera,  pour  chaque  point  du  lieu  A,  les  hyperboles  qui 
répondent,  l'une  à  la  valeur  maximum,  l'autre  à  la  valeur  minimum 
de  l'axe  transverse;  on  leur  mèoera  une  tangente  commune  et  l'on 
cherchera  le  lieu  du  milieu  de  la  distance  des  points  de  contact. 

X-         y- 

1896.  —  Première  Session.  Soient  S  l'ellipse  —  -+-  -, i  =  o, 

a-        b- 

rapportée  à  ses  axes,  et  S' le  cercle  de  centre  I  (a,  P)  et  de  rayon  R  : 

1°  Trouver  le  nombre  des  points  M  réels  ayant  même  polaire  par 
rapport  aux  coniques  S  et  S'. 

2»  Construire  le  lieu  géométrique  V  des  points  iM  quand  R  varie,  le 
point  I  restant  fixe.  Reconnaître  et  démontrer,  a  priori,  une  pro- 
priété remarquable  des  points  communs  aux  lignes  S  et  V. 

3°  Trouver  un  lieu  géométrique  U  des  centres  I,  des  cercles  S'  de 
rayon  R  donné,  quand  la  droite  qui  joint  deux  des  quatre  points 
communs  à  S  et  à  S'  est  perpendiculaire  sur  la  droite  qui  joint  les 
deux  autres.  Discuter  suivant  les  valeurs  de  R. 

4°  Deux  cordes  (d'un  même  couple)  communes  aux  coniques  S  et 
S'  étant  rectangulaires  et  le  rayon  R  étant  variable,  on  assujettit  le 
centre  I  à  parcourir  S  ;  construire  le  lieu  W  de  l'intersection  P  de 
ces  deux  cordes;  indiquer  la  correspondance  graphique  des  points  I 
et  P. 

5"  Suivant  les  positions  occupées  sur  S  par  le  centre  I  de  S',  dis- 
cuter le  nombre  des  points  réels  communs  à  S  et  à  S'  lorsque  deux 
cordes  d'un  même  couple  sont  rectangulaires. 
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Deuxième  Session.  On  donne  l'angle  XOY  et  les  points  A  sur  OX, 
B  sur  OY,  tels  que  OA  =  OB  =  a. 

Problème  I.  —  i"  Ecrire  l'équation  générale  des  coniques  S  cir- 
conscrites au  triangle  AOB  et  tangentes  en  A  à  la  parallèle  AY  à  OY. 
Trouver  le  lieu  de  leur  centre. 

2"  Par  chaque  point  du  plan  passe  une  conique  S  :  Séparer  les  ré- 
gions du  plan  pour  lesquelles  l'espèce  de  cette  conique  reste  la  même. 

Construire  graphiquement  les  points  communs  à  une  droite  arbi- 
traire OZ  et  à  la  ligne  qui  sépare  ces  régions;  tangentes  en  ces 
points. 

Problème  II.  —  i»  Former  l'équation  générale  des  paraboles  S 
passant  par  les  points  A,  B  et  dont  l'axe  contient  le  point  O. 

2°  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  M  par  lesquels  passent 
deux  paraboles  S' ayant  leurs  axes  rectangulaires.  Prouver  que  la 
droite  A'B',  symétrique  de  AB  par  rapport  au  point  O,  doit  faire 
partie  du  lieu. 

3°  Lieu  des  sommets  des  paraboles  S':  ce  lieu  se  compose  d'une 
droite  et  d'une  courbe  qu'on  propose  de  tracer  (on  pourra  s'aider 
d'un  changement  de  direction  des  axes  de  coordonnées).  Vérifier 
que  cette  courbe  présente  une  inflexion  en  chacun  des  points  A,  B. 

1837.  —  Première  Session.  On  donne  deux  axes  OX  et  OY, 
faisant  un  angle  8,  et,  sur  l'axe  des  y",  un  point  P(OP  =/))  et  un 
point  B ( OB  =  b).  Par  P  on  mène  une  parallèle  à  OX.  sur  laquelle  on 
prend  des  distances  variables  P  tx  =  rf,  P  u!  =  d',  telles  que  dd'  =  K-. 
Enfin,  on  considère  une  droite  (D)^  =  mx  -r-  b. 

Faisant  varier  m  : 

i"  Démontrer  que,  si  le  point  de  rencontre  M  des  droites  (D)  et  0(i 
décrit  une  conique  (C)  Ax^-r- iBxy -{-Cy^-h -iDy  =  o,  le  point  de 
rencontre  M'  des  droites  D  et  Ojjl'  décrit  de  même  une  conique. 

2»  Chercher  la  condition  qui  Vie  p,  6  et  K  pour  que  celte  dernière 
conique  se  confonde  avec  la  conique  (C);  et  démontrer  que,  cette 
condition  étant  satisfaite,  il  y  a  toujours  une  position  de  (D)  telle 
que  la  corde  interceptée  sur  cette  droite  par  la  conique  (C)  soit  vue 
du  point  O  sous  un  angle  droit. 

3"  Les  points  P  et  B  étant  supposés  sur  une  droite  OPB,  mobile 
autour  de  O,  chercher,  pour  des  valeurs  données  de  p  et  de  K,  le  lieu 
du  point  B,  tel  que  pour  chaque  position  de  ce  point,  les  points  M 
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et  M'  décrivent  la  conique  (G).  Le  lieu  sera  rapporté  aux  axes  OX 
et  OY  donnés. 

4°  Enfin,  trouver  la  position  de  B  et  la  relation  entre  p  et  K,  telles 
que  toutes  les  cordes  interceptées  par  la  conique(G)  sur  la  droite(D) 
ntiobile  soient  vues  sous  un  angle  droit  du  point  O. 

Deuxième  Session.  On  donne  deux  axes  quelconques  Ox  et  Oy, 
un  point  A  (x  —  a)  sur  l'axe  des  x,  un  point  B{y  =  b)  sur  l'axe 
des  y  et  une  droite  (D),  y  —  mx  =  o  : 

1°  Former  l'équation  générale  des  coniques  circonscrites  au 
triangle  AOB  et  telles  que  le  pôle  de  la  droite  AB  soit  sur  (D); 

2°  Démontrer  que  toutes  les  coniques  ont  une  tangente  commune, 
qui,  avec  l'axe  des  x,  l'axe  des  r  et  la  droite  (D),  détermine  sur  AB 
une  division  harmonique;  et  que  la  droite  (D)  a  un  pôle  fixe  par 
rapport  à  toutes  les  coniques; 

3°  Démontrer  que  le  lieu  des  centres  de  ces  coniques  est  tangent 
à  la  droite  (D)  et  que,  si  l'on  fait  varier  m,  il  passe  par  quatre 
points  fixes; 

4°  Démontrer  que  la  polaire  d'un  point  (a,  ^)  donné,  prise  par 
rapport  aux  coniques  du  faisceau,  passe  par  un  point  fixe.  Construire 
ce  point  et  voir  comment  il  se  déplace  si  l'on  fait  varier  m; 

5°  Démontrer  que  le  faisceau  de  coniques  correspondant  à  une 
valeur  donnée  de  m  admet  deux  paraboles  réelles  ou  imaginaires,  et 
chercher  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  à  ces  para- 
boles aux  points  A  et  B  quand  m  varie. 


Concours  général. 


1891.  —  On  donne  une  quadrique  Q  et  une  sphère  S  de  rayon 
nul  ayant  pour  centre  le  point  P  ;  soit  2  une  quelconque  des  qua- 
driques  passant  par  l'intersection  de  la  quadrique  Q  et  de  la  sphère  S. 

1°  Démontrer  que  le  cône,  ayant  pour  sommet  le  point  P  et  pour 
base  la  section  de  la  surface  2  par  un  point  touchant  la  quadrique  Q 
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en  un  point  quelconque  31,  a  pour  un  de  ses  axes  de  symétrie  la 
droite  PM. 

1"  Trouver  le  nombre  des  quadriques  Z  qui  se  réduisent  à  de  véri- 
tables cônes  et  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'un 
de  ces  cônes  devienne  un  véritable  cylindre  ou  un  système  de  deux 
plans  réels. 

3"  La  quadrique  Q  et  le  point  P  étant  donnés,  examiner  si  la  pro- 
priété énoncée  au  §  i  peut  subsister,  quand  on  remplace  la  sphère- 
point  S  par  une  quadrique  convenablement  choisie. 

1893.  —  Soient  Q  une  quadrique  circonscrite  à  un  ellipsoïde 
donné  E  et  A  le  pôle,  par  rapport  à  l'ellipsoïde,  du  plan  P  de  la 
courbe  de  contact  des  deux  surfaces  : 

1°  Démontrer  qu'il  y  a,  en  général,  trois  quadriques  Qj,  Qo,  Q3 
homofocales  avec  l'ellipsoïde  E  et  telles  que  les  plans  polaires  Pi,  Pj, 
P3  du  point  A,  par  rapport  aux  quadriques  Q,,  Q2,  Q3  passent  par  le 
centre  de  la  quadrique  Q. 

2°  Les  plans  Pi,  Pj,  P3  sont  les  plans  principaux  de  la  quadrique  Q, 
et  les  coniques  Ci,  C»,  G3  intersections  des  surfaces  (Pi,  Qi),  (P,,  Q»), 
(Ps)  Qs)  sont  les  focales  de  cette  quadrique. 

3°  Les  projections  orthogonales  des  coniques  Ci,  Cj,  G3  sur  les 
plans  principaux  de  l'ellipsoïde  E  sont  des  coniques  homofocales. 

On  projettera,  en  particulier,  ces  coniques  sur  le  plan  principal 
qui  contient  l'axe  majeur  et  l'axe  moyen  de  l'ellipsoïde,  et  l'on  cher- 
chera le  lieu  décrit  par  le  foyer  des  coniques  projetées,  quand  la  qua- 
drique Q  varie  en  restant  circonscrite  à  l'ellipsoïde,  le  plan  P  de  la 
courbe  de  contact  ne  changeant  pas. 

(Solution  par  M.  Genty.  —  Nouvelles  Annales-,  3»  Série,  t.  X1I[,  p.  235.) 

1893.  —  On  donne  une  conique  S  et  un  triangle  conjugué. 

1°  Démontrer  que,  par  un  point  quelconque  P,  de  S,  passent 
quatre  coniques  circonscrites  à  ABC  et  touchant  S  chacune  en  un 
point  autre  que  P. 

2"  Les  points  où  ces  quatre  coniques  touchent  S  sont  situés  sur  une 
conique  S  circonscrite  à  ABC. 

3"  Quand  P  décrit  S,  2  enveloppe  une  courbe  T  du  quatrième 
ordre. 

4°  D'un  point  M  de  la  courbe  T,  on  peut  mener  à  cette  courbe 
quatre  tangentes,  autres  que  celle  qui  touche  la  courbe  en  i\I.  Dé- 
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montrer  que  les  points  de  contact  sont  sur  une  droite  D;   trouver 
l'enveloppe  de  D  quand  le  point  M  décrit  la  courbe  T. 

(Solution  pax-  M.  Cazamiau. —  Nouvelles  Annales;  3°  Série,  t.  XIII,  p.  m.) 

1894.  —  On  donne  un  triangle  ABC  dont  les  côtés  ont  respecti- 
vement pour  équations 

X  =  o,         Y  =  o,         Z  =  o; 

une  conique  S'  touchant  en  A  et  B  les  côtés  CA,  CB  de  l'angle  AGB, 
et  dont  l'équation  est 

XY  =  ZK 

Sur  cette  conique  S,  on  prend  le  point  [x,  défini  par  les  équations 

X  =  Y  =  Z, 

et  un  point  variable  M  ;  enfin  on  désigne  par  v  le  point  où  la  droite  C[ji. 
rencontre  la  corde  de  contact  AB. 

Cela  posé,  on  joint  le  point  M  à  l'un  des  deux  points  m  de  la 
droite  AB,  qui  ont  même  polaire  par  rapport  aux  deux  angles  AMB, 
|xMv. 

1°  Démontrer  que,  le  point  M  décrivant  la  conique  S,  la  droite  M  w 
enveloppe  une  courbe  S  du  quatrième  ordre  et  de  la  troisième  classe 
dont  l'équation  en  coordonnées  tangentielles  est 


2°  Aux  points  où  une  droite  D  rencontre  la  courbe  S,  on  mène  les 
tangentes  à  cette  courbe  Tj,  T2,  T3,  T^,  et  l'on  considère  la  conique  C] 
inscrite  dans  le  pentagone  formé  par  ces  quatre  tangentes  et  la 
droite  AB;  démontrer  que,  si  l'on  assujettit  la  conique  Ci  à  passer 
par  un  point  donné  P,  la  droite  D  enveloppe  une  conique  Gj. 

3°  Montrer  que  la  conique  G»  se  réduit  à  deux  points  /,  /'  quand 
le  point  P  est  sur  une  certaine  conique  G3;  trouver,  dans  ces  condi- 
tions, l'enveloppe  S'  de  la  droite^'  et  le  lieu  des  points/,/'. 

(Solution  par  M.  Raymond  Sée.  —  Nouvelles  Annales;  3"  Série,  t.  XIV, 
p.  272.) 

1895.   —  Première  question.  On  considère  l'équation 
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1°  Les  constantes  réelles,  a,  b,  c,  À,  a  étant  données,  on  demande 
de  prouver  que  l'on  peut  choisir  la  constante  K,  de  manière  que 
l'équation  précédente  soit  vérifiée  par  un  polynôme  ^  =/(a:)  de 
degré  donné  n. 

2"  On  suppose  ensuite  que  le  trinôme 

a  ses  racines  ao,  «i  réelles  et  distinctes,  et  que  dans  la  décomposi- 
tion de  ——, — '■ en  fractions  simples,  définies  par  l'identité 

aœ-  —  bx  —  c 


X 


ax^  —  bx 


les  coefficients  ao,  aj  sont  positifs  et  différents  de  o. 
Démontrer  que,  dans  ces  conditions,  l'équation 

f{x)=o 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entre  «o  6t  «i- 

On  examinera  si  cette  équation  peut  avoir  des  racines  multiples. 

Deuxième  question.  On  donne  une  courbe  du  troisième  degré  C3 
définie  par  les  équations 

^  =  6  X-  |X,  ^  =  6  X  {JL?^  ^  =  Â^  -T-  ijl' 

où  X  et  IX  désignent  deux  variables  indépendantes  que,  pour  abréger, 
nous  appellerons  les  coordonnées  du  point  a  de  la  courbe  C3. 

1°  Trouver  la  relation  qui  doit  lier  les  coordonnées  de  trois 
points  ai,  a<,,  «3  de  la  courbe  G3  pour  que  ces  trois  points  se  trouvent 
en  ligne  droite. 

9."  Trouver  la  relation  qui  doit  lier  les  coordonnées  de  six  points  a\, 
Ui,  «3,  a^,  as,  ag  de  cette  courbe  pour  que  ces  points  soient  sur  une 
conique. 

Déduire  de  là  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que,  par 
trois  points  ai,  ai,  a^  de  la  courbe  C3,  on  puisse  faire  passer  une 
conique  Gj,  louchant  C3  aux  points  ai,  ai,  a^. 

Les  côtés  du  triangle  ai,  aj,  a^  coupent  C3  en  des  points  b^,  b^, 
63  situés  sur  une  droite  D. 

Les  droites  qui  touchent  la  courbe  C3  aux  points  ai,  aj,  aj  la 
coupent  en  des  points  Ci,  Ci,  C3  situés  sur  une  droite  A. 
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La  droite  D  étant  donnée,  quel  est  le  nombre  des  coniques  C2  qui 
lui  correspondent? 

La  droite  A  étant  donnée,  quel  est  le  nombre  des  coniques  C2  qui 
lui  correspondent? 

1896.  —  On  donne  une  ellipse  E  qui,  rapportée  à  ses  axes,  a  pour 
équation 

^-"^    -'^^•^- 

1°  On  considère  des  ellipses  S  dont  les  axes  coïncident  en  position 
avec  ceux  de  l'ellipse  E  et  ont  2 A,  2B  pour  longueur.  Trouver  la 
relation  qui  doit  lier  A,  B  pour  que  l'on  puisse  inscrire  dans  E  une 
infinité  de  triangles  PQR  circonscrits  à  S  et,  dans  ces  conditions, 
trouver  le  lieu  des  sommets  des  rectangles  formés  par  les  tangentes 
aux  ellipses  S  en  leurs  sommets. 

Montrer  que,  dans  ces  mêmes  conditions,  les  normales  à  E  aux 
points  P,  Q,  R  concourent  en  un  point  A. 

2°  Examiner  si  les  ellipses  S,  obtenues  au  §  1,  représentent  toutes 
les  ellipses  concentriques  à  E,  et  telles  qu'on  puisse  inscrire  dans  E 
une  infinité  de  triangles  PQR,  circonscrits  à  S,  les  normales  à  E  aux 
points  P,  Q,  R  étant  concourantes. 

3°  Montrer  que,  parmi  les  ellipses  S,  il  y  en  a  pour  lesquelles  les 
normales  PN,  QIN,  RN  aux  points  P,  Q,  R  de  l'ellipse  E  passent  res- 
pectivement par  les  pôles  P',  Q',  R'  par  rapport  à  E  des  côtés  QR. 
RP,  PQ  des  triangles  PQR. 

4"  S  satisfaisant  aux  conditions  énoncées  au  §  3,  trouver  le  lieu 
des  centres  des  cercles  conjugués  aux  triangles  P',  Q',  R',  l'enveloppe 
de  ces  cercles  et  le  lieu  des  points  de  rencontre  N  des  normales  PN, 
QN,  RN  à  l'ellipse  E. 

1897. —  I.  Soit  oabc  un  tétraèdre  T  trirectangle  au  sommet  o, 
dont  les  arêtes  oa,  où,  oc  ont  la  même  longueur  l,  et  soit  d  le  centre 
de  la  sphère  circonscrite  à  ce  tétraèdre. 

On  suppose  que  le  tétraèdre  T  se  déplace  par  rapport  à  un  tricdre 
trirectangle  fixe  OX,  OY,  OZ  de  manière  que  les  points  a,  b,  c,  d 
décrivent  respectivement  les  plans  qui  ont  pour  équations 

Y-^Z^o,  Z-^X  =  o,  X-^Y-=o, 

X-!-YH-Z-f--  =  o. 
2 
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1»  Démontrer  que  les  points  symétriques  des  points  a,  b,  c,  d  par 
rapport  aux  arêtes  oa,  ob,  oc  du  tétraèdre  T  décrivent  également  des 
plans. 

2"  Trouver  l'équation  de  la  surface  S  décrite  par  le  sommet  o  du 
tétraèdre  T.  Cette  surface,  qui  est  du  quatrième  degré,  a  un  point 
triple  et  trois  droites  doubles. 

3°  Par  chaque  point  a  d'une  droite  double  passent  deux  droites  o 
et  o'  qui  rencontrent  la  surface  S  en  quatre  points  confondus.  Cher- 
cher pour  quelles  positions  du  point  %  sur  cette  droite  double  les 
droites  o  et  o'  coïncident. 

4"  Montrer  que  tout  plan  tangent  à  la  surface  S  coupe  cette  sur- 
face suivant  cette  conique  et  que  ces  deux  coniques  se  confondent 
pour  quatre  positions  particulières  du  plan  tangent. 

II.  Soit  9  (:r)  une  fonction  de  la  variable  réelle  x,  continue  pour 
toute  valeur  de  cette  variable.  On  suppose  que  la  valeur  absolue  de 
la  dérivée  ^'  {x)  est,  pour  toute  valeur  de  x,  inférieure  à  un  nombre 
fixe  k  plus  petit  que  i  : 

1°  Montrer  que  l'équation  x  —  o  (ar)  =  o  a  une  et  une  seule  racine 
réelle  a, 

2°  On  forme  la  suite  Xi  —  'o{xo),  x^  —  "^{xi),  ...,  a*„  =  ç(a-„_i), 
où  Xo  est  une  quantité  réelle  arbitrairement  choisie.  Montrer  que  x„ 
tend  vers  a  quand  n  devient  infini. 

Nota    —  On  a  : 

a  =  cosç  cos!}/  —  sin  côs^, 

6  =  —  sin  o  cos<l/  —  cos::;  sin  <l  cos6, 

c  =  siu(!/  sin  6; 

a'  =  coso  sint|^  -f-  sin  9  costi  ces 6, 
b'  =  —  sinç  sintj/  -t-  coso  cos<}^  cos6, 
c'  —  —  cost{/  sinO; 

a  —  sino  sinO, 
b'  =  cosçp  sinô, 
c'  =  CCS  6  ; 

X  =  ax  -^  by  -r-  cz, 

Y  =  a'x  -T-  b'y  -f-  c'z, 
Z  =  a'x  -r-  b'y  -h  c' z. 
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1889.  —  Etant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et  un 
point  M  de  coordonnées  a  et  b,  on  demande  de  mener  par  le  point  M 
deux  droites  jMA  et  MA',  faisant  entre  elles  un  angle  donné  V,  et 
telles  que  les  quatre  points  A,  B,  A',  B',  de  rencontre  avec  les  axes 
soient  sur  une  même  circonférence. 

1°  Le  problème  admet  pour  chaque  valeur  de  V  deux  solutions. 
Equations  des  deux  circonférences  correspondant  à  chacune  de  ces 
deux  solutions.  Les  distinguer. 

1"  Le  point  M  étant  fixe,  on  suppose  que  l'angle  V  varie  d'une  ma- 
nière continue. 

Démontrer  que  le  lieu  des  centres  de  toutes  ces  circonférences  est 
une  ligne  droite  et  qu'elles  ont  un  même  axe  radical.  Etudier  com- 
ment varie  la  longueur  du  rayon;  trouver  ses  valeurs  minima. 

3°  L'angle  V  étant  constant,  on  suppose  que  le  point  M  décrit  une 
circonférence  autour  du  point  O  comme  centre;  trouver  le  lieu  des 
centres  de  chacune  de  ces  circonférences. 

1890.  —  Oxy  étant  deux  axes  rectangulaires,  BL  une  droite  fixe 
parallèle  à  l'axe  des  x,  y  =  b,  et  un  point  A  mobile  sur  cette  droite, 
BA  =  à,  à  chaque  position  du  point  A  correspond  une  hyperbole 
cquilatère  passant  par  les  trois  points  A,  B,  O  et  tangentes  en  0  à 
l'axe  des  x. 

1°  Trouver  le  lieu  des  centres  de  toutes  ces  hyperboles  et  con- 
struire pour  une  position  donnée  de  A  le  centre  et  les  asymptotes  de 
l'hyperbole  équilatère  correspondant  à  ce  point. 

2°  On  joint  le  point  variable  A  à  un  point  fixe  Q  pris  sur  l'axe 
desjK)  la  droite  QA  rencontre  l'hyperbole  correspondant  à  ce  point 
en  un  second  point  M  dont  on  demande  le  lieu;  discuter  la  nature 
de  ce  lieu  suivant  la  position  du  point  Q  sur  l'axe  des  j'. 

1891.  —  Etant  donné  un  cercle 

rapporté  à  des  axes  rectangulaires  Oxy  et  qui  coupe  l'axe  des  x  en 
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deux  points  A  et  A',  on  considère  un  point  quelconque  M  de  ce  cercle 
défini  par  l'angle  o  que  le  rayon  CM  fait  avec  l'axe  des  x. 

Trouver  l'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  points  A 
et  A'  et  tangentes  en  M  à  la  circonférence  G;  démontrer  que  toutes 
ces  coniques  ont  leurs  axes  parallèles;  trouver  la  direction  de  ces 
axes. 

Parmi  ces  coniques,  on  considérera  : 

1°  Celle  pour  laquelle  la  direction  de  la  tangente  MT  et  la  direc- 


tion de  l'axe  des  y  sont  conjuguées.  Déterminer  géométriquement 
son  centre  et  ses  axes  en  grandeur  et  en  direction. 

Lieu  du  centre  quand  le  point  M  parcourt  la  circonférence  C. 

2°  Celle  pour  laquelle  la  direction  fie  la  tangente  MT  et  la  direc- 
tion de  l'axe  des  x  sont  conjuguées.  Mêmes  questions  que  pour  la 
précédente. 

On  exprimera  en  coordonnées  polaires  le  lieu  du  centre. 


1892.  —  Oxy  étant  deux  axes  rectangulaires,  C  une  circonférence 
de  rayon  R  ayant  son  centre  à  l'origine,  B  et  B'  deux  points  sur  l'axe 
des j'  à  égale  dislance  du  centre,  OB  =  OB'  =  6  ;  on  prend  un  point  M 
sur  la  circonférence  G,  la  droite  BM  coupe  l'axe  des  x  en  un  point  A  ; 
les  deux  droites  CM  et  B'A  prolongées  se  coupent  en  un  point  X 
On  demande  : 

i«  Le  lieu  du  point  X  quand  le  point  M  parcourt  la  circonférence. 
Ce  lieu  est  une  conique  dont  on  met  immédiatement  en  évidence  un 
foyer  et  une  directrice. 

Déterminer  la  nature  de  la  courbe  suivant  la  grandeur  de  h.  Con- 
struction de  la  tangente  au  point  X;  elle  coupe  l'axe  des  ^,  au  même 
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point  que  la  tangente  en  M  à  la  circonférence.  Axes  de  la  courbe. 

2"  En  considérant,  dans  l'équation  de  ces  coniques,  b  comme  un 
paramètre  arbitraire,  on  obtient  un  faisceau  de  coniques.  Par  chaque 
point  X  du  plan  passent  deux  de  ces  coniques.  Reconnaître  quelle 
est  leur  nature  en  séparant  le  plan  en  régions  par  des  courbes  con- 
venables. 

3"  Les  tangentes  menées  aux  points  oii  toutes  les  coniques  de  ce 


faisceau  sont  rencontrées  par  un  diamètre  prolongé  tel  que  MOM', 
passent  par  deux  points  fixes  sur  l'axe  des  x.  En  déduire  le  lieu  des 
points  du  plan  pour  lesquels  les  tangentes  aux  deux  courbes  qui 
passent  par  chacun  de  ces  points  sont  rectangulaires. 

1893.  —  Oxy  étant  deux  axes  rectangulaires,  et  A,  A',  B  trois 
points  situés  sur  ces  axes  à  une  même  distance  de  l'origine,  disposés 
comme  l'indique  la  figure, 

OA  =  0A'=  OB  ^-R; 

i"  Équation  des  paraboles  circonscrites  au  triangle  AA'B  en  pre- 
nant comme  paramètre  variable  le  coefficient  angulaire  m  de  l'axe. 

Par  chaque  point  du  plan  passent  deux  de  ces  paraboles  :  distin- 
guer les  régions  du  plan  pour  lesquelles  ces  paraboles  sont  réelles. 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  axes  de  ces  deux  paraboles  sont 
rectangulaires  est  une  circonférence  C. 


ECOLE   NAVALE. 


Conslruire  en  coordonnées  polaires  le  lieu  du  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  l'origine  O  sur  les  axes  de  toutes  les  paraboles 
circonscrites  au  triangle  ABA'. 

1°  Lorsqu'un  point  ^I  décrit  la  circonférence  C,  le  point  de  ren- 


.y 


+B 


contre  des  a\es  des  deux  paraboles  passant  par  ce  point  décrit  égale- 
ment une  circonférence. 

3°  L'hyperbole  équilatère,  circonscrite  au  triangle  ABA'  et  dont 
les  axes  sont  parallèles  aux  axes  des  deux  paraboles  passant  par  un 
point  M  de  la  circonférence  C,  passe  par  ce  point  M. 

(Solution  par  M.  Iîarisikn.  —  Xoiiveiles  Anna/es;  3°  Série,  l.  \II,  p.  33o.) 

1894.  —  Ox  et  Oy  étant  deux  axes  rectangulaires,  on  décrit  de  O 
comme  centre  une  circonférence  de  rayon  a  qui  coupe  l'axe  des  r  en 
A  et  A'. 

Soit  B  un  point  situé  sur  l'axe  des  x,  OB  =  b,  et  soit  M   un  point 


variable  sur  la  circonférence.  On  considère  la  parabole  circonscrite 
au  triangle  MAB  et  dont  l'axe  est  parallèle  à  A'M.  Démontrer  géo- 
métriquement que  l'axe  de  cette  parabole  est  la  droite  OP  menée 
par  O  parallèlement  à  A'M. 

1°  Equation  de  cette  parabole  en  prenant  pour  paramètre  variable 
l'angle  cp  que  fait  A'M  avec  l'axe  des  x;  lieu  du  deuxième  point  d'in- 
tersection avec  le  rayon  OM. 
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2»  Déterminer  sur  l'axe  OP  de  celte  parabole  les  distances  du 
point  O  au  sommet  S  et  au  foyer  F,  En  conclure,  en  coordonnées 
polaires,  le  lieu  du  sommet  et  le  lieu  du  foyer. 

1895.  —  Ox  et  Oy  étant  deux  axes  rectangulaires  et  A  et  B 
deux  points  pris  respectivement  sur  ces  axes,  M  et  N  les  milieux 
respectifs  de  OA  et  BA,  on  considère  : 

1°  L'hyperbole  équilatére  de  centre  M  tangente  en  O  à  l'axe  desj; 

2°  L'hyperbole  équilatére  de  centre  N  tangente  en  B  à  l'axe  des  y; 

Construire  les  asymptotes  de  ces  hyperboles;  elles  se  coupent  deux 
à  deux  en  quatre  points  qui  sont  les  centres  des  cercles  inscrit  et 
exinscrits  du  triangle  AMN. 

Les  points  d'intersection  de  ces  hyperboles  autres  que  le  point  A 
sont  à  l'intersection  de  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  OAB 
et  de  la  parallèle  à  l'axe  des  x  menée  par  N  : 

Lieu  des  points  O  de  rencontre  de  ces  hyperboles. 

Lieu  des  points  de  rencontre  des  asymptotes  lorsque  A  et  B  se 
déplaçant  respectivement  sur  l'axe  des  x  et  sur  l'axe  des  y,  la  lon- 
gueur AB  reste  constante. 


Notation  :  OA  =  2a,         OB  =  26, 


AB 


.1. 


1896.  —  OarK  étant  deux  axes  rectangulaires,  on  considère  toutes 
les  hyperboles  équilatères,  tangentes  en  O  à  l'axe  desjK,  et  dont  un 
des  axes  passe  par  un  point  fixe  A  de  l'axe  des  x. 

Trouver  le  lieu  des  centres  et  le  lieu  des  foyers  (démonstration 


géométrique).  Distinguer  sur  le  lieu  des  foyers  les  points  qui  corres- 
pondent aux  foyers  se  trouvant  sur  l'axe  passant  par  A,  des  points 
qui  correspondent  aux  foyers  qui  se  trouvent  sur  l'axe  perpendicu- 
laire. 

Trouver  le  lieu  des  sommets,  le  construire  en  coordonnées  polaires 
en  prenant  pour  origine  le  point  A. 

Par  chaque  point  du  plan  passent  deux  de  ces  hyperboles  :  distin- 
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guer  les  régions  du  plan  qui  correspondent  à  des  hyperboles  réelles. 
On  prendra  comme  paramètre  variable  l'angle  o  que  fait  l'axe  de 
l'hyperbole  passant  par  A,  avec  l'axe  des  x,  et  l'on  posera 

0A  =  —  a. 

1897.  —  Oa-  et  Oy  étant  un  système  d'axes  rectangulaires,  on 
considère  une  conique  C  dont  le  centre  A  est  sur  Ox  (OA  =  a),  et 
tangente   en    0  à  Oy.    Par  un  point  P  de  Ox  (OP  =/?)  on   mène 


une  sécante  quelconque  MN  de  coefficient  angulaire  m  ;  on  y  joint 
OM  et  OX  par  des  lignes  droites. 

1°  Équation  de  l'hyperbole  passant  par  P  et  ayant  pour  asymp- 
totes OM  et  ON. 

2»  Trouver  analytiquement  le  lieu  du  second  point  de  rencontre 
de  cette  hyperbole  avec  MX  quand  m  varie  :  c'est  une  conique  C 
homothétique  de  la  première  C.  Le  démontrer  géométriquement,  en 
considérant  d'abord  le  cas  où  G  se  réduit  à  une  circonférence  et  à 
une  hyperbole  équilatère. 

3'^  Démontrer  que  la  droite  qui  joint  les  pôles  de  MX,  par  rapport 
à  G  et  G',  passe  par  un  point  fixe,  et  trouver  le  lieu  du  point  de  ren- 
contre de  cette  droite  avec  les  deux  droites  OM  et  OX. 
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I.  —  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  TROIS  DIMENSIONS. 
CHAPITRE  I. 
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Pages. 

Rappel  de  résultats 3 

1.  —  Plan  et  ligne  droite. 
Exercices  : 

Un  plan  tourne  autour  d'une  droite  fixe;  d'un  point  fixe  de  l'espace 
on  abaisse  à  chaque  instant  la  perpendiculaire  sur  ce  plan;  on  de- 
mande le  lieu  de  cette  droite 6 

Trouver  les  équations  de  la  projection  de  la  droite 

X  —  <^  _y  —  b  _  z  —  c 

^ur  le  plan 

Aa;  +  B^ -i- Cz  —  D  =  o 6 

Trouver  les  coordonnées  du  point  symétrique  d'un  point  donné  par 

rapport  h  une  droite  donnée 8 

Etant  données  les  équations  d'une  droite 

x=y  =  s, 
R.  —  Ex.  de  Gconi.  anal.,  II.  ^* 
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Pages, 
former  les  équations  de  deux  plans  rectangulaires  passant  par  cette 
droite q 

On  donne  deux  droites  A,  B;  par  la  droite  A  on  mène  des  plans  sur 
lesquels  on  projette  la  droite  B;  on  demande  le  lieu  géométrique  de 
cette  projection lo 

Chercher  si  les  deux  droites 

\  x-^-y  =  z,         l  x  —  y  =  z 

se  coupent. 
On  mène  la  perpendiculaire  commune  à  ces  deux  droites;  trouver 

les  coordonnées  de  son  pied  sur  la  première  droite 1 1 

On  donne  le  plan 

Ix  -h  my  -+-  72  2  =  G 

en  coordonnées  rectangulaires  :  écrire  les  équations  de  deux-  droites 

rectangulaires  contenues  dans  ce  plan  et  passant  par  l'origine 12 

On  donne  deux  droites 

X  —  ^„       y  — y^       z  —  z^ 


X  ^  x^  _  y  — y,  _  z  —  z, 
a,  6,  c, 

Par  chacune  d'elles  on  mène  un  plan  ;  on  demande  le  lieu  de  l'in- 
tersection de  ces  plans  quand  on  les  astreint  à  se  couper  sous  un 
angle  donné  a i4 

Lieu  des  sommets  des  angles  de  grandeur  constante  dont  les  côtés 
passent  par  deux  points  fixes iG 

Une  droite  se  déplace  en  restant  parallèle  à  un  plan  donné  et  eu  s'ap- 
puyant  sur  deux  droites  de  l'espace;  lieu  des  points  qui  divisent  ce 
segment  mobile  dans  un  rapport  donné 18 

Lieu  des  points  dont  la  différence  des  carrés  des  distances  à  deux 
points  donnés  est  constante -jm 

Lieu  du  milieu  d'un  segment  de  longueur  constante  s'appuya nt  sur 
deux  droites  rectangulaires  non  situées  dans  un  même  plan 21 


2.  —  Sphère. 

Exercices  : 

Lieu  des  centres  des  sphères  passant  par  un  point  donné  et  tangentes 
à  un  plan  donné o       2.3 
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Lieu  des  centres  des  sphéreà  passaat  par  un  point  donné  et  inter- 
ceptant sur  une  ligne  droite  donnée  un  segment  de  longueur 
donnée 2  j 

Lieu  des  centres  des  sphères  de  rayon  constant  passant  par  un  point 
donné  et  tangentes  à  une  droite  donnée, 2 j 


CHAPITRE  II. 

GÉNÉRATION  DES  SURFACES. 
1.  —Surfaces  cylindriques. 

Rappel  de  résultats 2G 

Exercices  : 
Équation  du  cylindre  circonscrit  à  la  surface  dont  l'équation  est 

X'        >-'       z^ 

—  +  •— -—1  =  0 

a'       o'       c' 

parallèlement  à  une  direction  donnée 27 

Kquationd'un  cylindre  dont  les  génératrices  ont  une  direction  donnée 
et  s'appuient  sur  une  directrice  définie  par  les  coordonnées  de  l'un 

quelconque  de  ses  points , .       28 

On  donne  la  courbe  dont  les  équations  sont 

X  =  acos^;       y  =  as'iaz.:        x;  =  Aç 
et  la  droite 

^  _  y  _  ^ 

on  demande  l'équation  du  cylindre  dont  les  génératrices  sont  paral- 
lèles à  la  droite  donnée  et  s'appuient  sur  la  courbe ....       3o 

2.  —Surfaces  coniques. 

Rappel  de  résultats 3i 

Exercices  : 

Équation  d'un  cône  ayant  un  sommet  donné  (a,  p,  y)  ^^  pour  direc- 
trice la  parabole 

z  =  o, 

y'  —  ipx  =  o 33 


112  TABLE    DES    MATIERES. 

Pages. 

On  donne  un  plan  parallèle  au  plan  des  xy;  dans  ce  plan,  une  cir- 
conférence ayant  son  centre  sur  l'axe  des  z.  On  demande  l'équation 
du  cône  qui  a  cette  circonférence  pour  directrice  et  l'origine  pour 
sommet 33 

On  donne  dans  le  plan  des  xy  un  cercle  de  rayon  a  tangent  aux 
deux  axes  de  coordonnées;  écrire  l'équation  du  cône  ayant  cette 
courbe  comme  directrice  et  un  point  de  l'axe  Oc  comme  sommet..       34 

Déterminer  les  projections  de  la  courbe  de  contact  d'un  cône  de  som- 
met f'onné  circonscrit  à  une  sphère  de  rayon  donné,  sur  les  plans 
de  coordonnées 35 

On  donne  trois  axes  rectangulaires  et  deux  droites  fixes  D  et  D'  se 
coupant  en  M;  on  demande  le  lieu  décrit  par  une  droite  passant 
en  M  et  se  déplaçant  de  telle  sorte  que  le  produit  des  cosinus  des 
angles  qu'elle  fait  avec  les  droites  D  et  D'  ait  une  valeur  constante 
donnée 37' 

Exprimer  que  deux  droites  données  ensemble  sont  rectangulaires 38 

On  donne  la  surface  dont  l'équation  est 

xy  —  5»  =  o  ; 

à  quelle  condition  doit  satisfaire  un  plan  passant  par  l'origine  pour 

couper  cette  surface  suivant  deux  droites  rectangulaires 4° 

Equation  du  cône  ayant  pour  sommet  un  point  donné  et  pour  direc- 
trice une  courbe  donnée  par  les  coordonnées  de  l'un  quelconque  de 
ses  points 4 1 


3.  —  Surfaces  conoïdcs. 

Rappel  de  résultats 42 

Exercices  : 

Equation  du  conoïde  ayant  pour  plan  directeur  le  plan  des  xy, 
comme  axe  l'axe  des  z  et  pour  directrice  une  circonférence  dont  le 
plan  est  parallèle  au  plan  zOy  et  dont  le  centre  est  sur  Ox  (coin 
de  Wallis) 44 

Équation  du  conoïde  ayant  ses  génératrices  tangentes  à  une  sphère 
et  pour  plan  directeur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe ^5 

On  considère  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est  Oz;  on  demande: 
i"  les  équations  d'une  hélice  tracée  sur  ce  cylindre;  2°  l'équation 
du  conoïde  ayant  pour  axe  Taxe  du  cylindre,  pour  plan  directeur 
le  plan  des  xy  et  l'hélice  pour  directrice 46 

Erjuation  d'un  conoïde  dont  on  donne  le  plan  directeur,  l'axe  et  une 
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direclrice  définie   par   les   coordonnées  de  l'un  quelconque  de  ses 
points 4y 

4.  —  Surfaces  de  réTolutlon. 

Rappel  de  résultats 4 8 

Exercices  : 

Équation  d'une  surface  de  révolution  dont  on  donne  l'axe  et  une  di- 
rectrice définie  par  les  coordonnées  de  l'un  de  ses  points 5o 

On  donne  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz;  on  considère  la  bis- 
sectrice de  l'angle  xOy  :  on  demande  l'équation  du  cône  engendré 
par  l'axe  Ox  tournant  autour  de  cette  droite 5i 

On  donne  la  droite  x=y  =  z  et,  dans  le  plan  des  xy,  la  droite 
X — y  =  a;  trouver  l'équation  de  Ihyperboloïde  de  révolution  en- 
gendré par  la  rotation  de  la  seconde  droite  autour  de  la  première..       52 

Lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  circonscrits  à  un  ellip- 
soïde        53 

Lieu  des  axes  des  surfaces  de  révolution  représentées  par  l'équation 

X*  -^  ly^  -h  2  z''  -i- -2  \L  z  X  —  2).a;-f-i=o 57 

Les  droites  A'OA,  B'OB,  C'OC  sont  trois  axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires; on  suppose  OA' =  OA  =  a;  0B'=  OB  =  6; OC  =  OC  =  c; 
déterminer  le  lieu  des  axes  de  révolution  des  surfaces  de  révolu- 
tion du  second  ordre  qui  passent  par  les  six  points  A,  A',  B,  B', 
ce 58 

5.  —  Surfaces  réglées. 

Rappel  de  résultats 61 

Exercices  : 

Équation  de  la  surface  réglée  engendrée  par  une  droite  s'appuyant 
sur  une  droite  donnée  et  sur  deux  directrices  définies  par  les  coor- 
données de  l'un  quelconque  de  leurs  points 61 

On  donne  les  équations  de  trois  droites  : 

X  -^x,  _  y — y^  _  z  —  z 

X  —  x^  _  y —  Yj  _  ^  —  ^1 

x—x,  _  .r— .r,  _  z-  z, 
Oi  à,      ~       c. 
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et  l'on  demande  l'équation   de   la  surface  engendrée  par  une  droite 

qui  s'appuie  sur  les  trois  droites  données 62 

Equation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  s'appuyant  sur  une 
droite  donnée  et  sur  deux  circonférences  données,  situées  dans  des 
plans  parallèles  entre  eux  et  à  la  droite  donnée.  La  projection  de  la 
droite  donnée  sur  un  plan  parallèle  à  ceux  des  circonférences  passe 
parles  projections  des  centres  des  circonférences  (arrière-voussure  de 
Marseille) 6^4 

On  donne  les  équations 

(i)  X'  -i-y'  ^z^~o, 

(2)  a:  ^- I  =  o,        y  —  2=0, 

(3)  X  —  •>.  —  o,        z  ~  i  ~  o 

et  Ton  demande  : 

1°  Quelle  est  la  surface  représentée  par  la  première  équation; 
2°  De  reconnaître  si  les  droites  (2)  et  (3)  se  coupent; 
3°  L'équation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  s'appuie 
sur  les  droites  (2)  et  (3)  et  qui  reste  tangente  à  la  surface  (i)....       66 
Equation  de  la  surface  engendrée   par  une  droite  s'appuyant  sur  une 

conique  et  sur  deux  droites  données 68 

Équation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  reste  normale  à 
une  courbe  donnée  par  les    coordonnées   de  l'un  quelconque  de  ses 

points,  et  s'appuie  sur  une  droite  donnée 69 

On  donne  une  courbe  par  les  coordonnées  de  l'un  quelconque  de  ses 
points 

^=/{t),       y  =  <9[t),        z  =  ^{t). 

On  demande  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui 
reste  normale  à  cette  courbe  et  se  déplace  de  telle  sorte  que  le  plan 
tangent  à  la  surface  fasse  avec  un  plan  donné  un  angle  donné  (sur- 
face d'égale  pente  ) 70 

On  donne  la  courbe  dont  les  équations  sont 

z—  h, 
x^       y' 
a-        0^ 

et  l'on  demande  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite 
qui  reste  normale  à  la  courbe  et  fait  avec  le  plan  xOy  un  angle 
constant "72 
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Exercices 


On  donne  une  parabole  et  une  droite.  Trouver  le  lieu  des  points  tels 
que  les  tangentes,  menées  à  la  parabole  de  chacun  d'eux,  forment 
avec  la  droite  donnée  un  triangle  de  surface  donnée -- 

On  donne  une  ellipse  et  un  cercle  ayant  pour  centre  un  foyer  de  l'el- 
lipse. Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes  menées  de 
ces  points  au  cercle  et  à  Tellipse  forment  un  faisceau  harmonique..      8d 

On  donne  un  quadrilatère  plan  OACB  et  deux  séries  de  paraboles,  les 
unes  tangentes  en  A  à  AC  et  ayant  pour  diamètre  OA;  les  autres 
tangentes  en  B  à  BC  et  ayant  pour  diamètre  OB. 

On  demande  de  trouver  le  lieu  du  point  de  contact  .M  d'une  parabole 
de  la  première  série  avec  une  parabole  de  la  seconde;  et,  le  triangle 
OAB  restant  invariable,  d'indiquer  dans  quelle  région  du  plan  il 
faut  placer  le  point  C  pour  que  le  lieu  soit  une  ellipse,  et  pour 
qu'il  soit  une  hyperbole 82 

On  donne  dans  le  plan  une  hyperbole  équilatère  dont  l'équation  par 
rapport  à  ses  axes  pris  comme  axes  de  coordonnées  est 

(H)  x»— j"=a'; 

d'un  point  M  du  pian,  ayant  pour  coordonnées  p  et  q,  on  mène  les 
normales  à  celte  courbe. 

On  demande  de  faire  passer  parles  pieds  de  ces  normales  une  nou- 
velle  hyperbole  équilatère,  dont  les  normales  en  ces  points  soient 

concourantes,  et  de  déterminer  leur  point  de  concours 86 

Trouver  le  lieu  des  points  du  plan  tels,  que  les  droites  qui  les  joignent 
aux  divers  points  d'une  courbe y(ar,  y)  =  o  fassent  avec  les  tan- 
gentes en  ces  points  un  angle  donné  0  (pseudo-normales) 89 

On  donne  un  triangle  rectangle  isoscèle  OAB  et  l'on  demande  : 

I*  L'équation  générale  des  paraboles  P  tangentes  aux  trois  côtés 
du  triangle  OAB; 

2*  L'équation  générale  de  l'axe  de  ces  paraboles; 
3*  L'équation  et  la  forme  du  lieu  des  projections  du  point  O  som- 
met de  l'angle  droit  OAB  sur  les  axes  des  paraboles  P gi 

On  considère  la  courbe  du  troisième  ordre 

27^' ^40:' 
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1°  On  demande  la  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  para- 
mètres m  et  n  pour  que  la  droite 

y  =  mx  -+-  n 

soit  tangente  à  cette  courbe; 

2°  On  demande  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  la  courbe 
proposée  deux  tangentes  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de 
la  courbe 

x"  -\- y  ^  laxy  =  B 94 

On  considère  toutes  les  paraboles  tangentes  à  deux  droites  rectan- 
gulaires Qx  et  Oy  et  telles  que  la  droite  PQ  qui  joint  leurs  points 
de  contact  P,  Q  avec  les  deux  droites  passe  par  un  point  fixe 
donné  A. 

1°  On  demande  le  lieu  du  point  d'intersection  de  la  normaleen  P 
à  l'une  de  ces  paraboles  avec  le  diamètre  de  la  même  courbe  passant 
en  Q. 

2'  On  demande  l'équation  du  lieu  des  points  de  rencontre  de  deux 
paraboles  satisfaisant  aux  conditions  proposées  et  dont  les  axes  font 
un  angle  donné y8 

Étant  donné  un  cercle  de  rayon  r,  on  demande  de  trouver  l'enveloppe 
d'une  droite  qui  se  déplace  en  faisant  constamment  un  angle  9  avec 
la  tangente  au  point  où  elle  rencontre  le  cercle ici 

Étant  donnés  une  ellipse  A  et  un  point  P  dans  son  plan,  on  mène  de 
ce  point  P  des  normales  à  l'ellipse  A  et  l'on  considère  la  conique  B 
qui  passe  par  le  point  P  et  les  pieds  des  quatre  normales. 

Trouver  le  lieu  des  foyers  de  la  conique  B  quand  l'ellipse  A  varie 
de  manière  que  ses  foyers  restent  fixes • .     io3 

On  donne  trois  points  fixes  A,  B,  G  et  une  droite  fixe  AN  passant  par 
le  point  A;  trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  droites  paral- 
lèles à  AN,  et  tangentes  aux  coniques  circonscrites  au  triangle  ABC 
et  touchant  la  droite  AN. 

Ce  lieu  est  une  conique;  on  demande  le  lieu  des  foyers  de  ces 
coniques  quand  la  position  de  la  droite  AN  varie 107 

On  donne  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes 

6"  X'  -h  a^y'  —  a-  b^  =  o 

et  dans  son    plan  un  point    P    de   coordonnées  p,  g,  par  lequel  on 
mène  deux  droites  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  des  axes. 

On  considère  toutes  les  coniques  qui  passent  par  les  points  d'inter- 
section de  ces  droites  avec  l'ellipse  :  1°  Écrire  l'équation  générale  de 
ces  coniques  et  trouver  le  lieu  de  leurs  centres  (on  distinguera  les 
portions  du  lieu  correspondant  à  des  centres  d'ellipses,  et  celles  cor- 
respondant à  des  centres  d'hyperboles). 
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2"  On  prend  la  polaire  de  l'origine  des  coordonnées  par  rapport  à 
chacune  des  coniques  et  l'on  abaisse  du  point  P  une  perpendicu- 
laire sur  cette  pokire;  lieu  du  pied  de  ces  perpendiculaires. 

3"  Parmi  les  coniques  considérées  se  trouvent  deux  paraboles,  trou- 
ver leurs  foyers  pour  une  position  donnée  du  point  P  et  les  lieux 
de  ces  foyers  quand  le  point  P  parcourt  : 

i"  Une  des  bissectrices  des  axes  de  l'ellipse  donnée; 

2"  La    circonférence  circonscrite   au  rectangle  des  axes  de  cette 

ellipse I" 

On  donne  dans  un  plan  un  point  m  fixe  et  deux  axes  rectangulaires 
fixes  0.r  et  0^;  par  le  point  w  on  fait  passer  deux  droites  rectan- 
gulaires rencontrant  O  a;  en  B  et  D,  et  Oy  en  A  et  C.  Par  les  points 
A  et  C  on  fait  passer  une  parabole  P  tangente  aux  axes  Ox  et  Oy 
en  ces  points;  par  les  points  B  et  D,  on  fait  passer  une  parabole  P' 
tangente  aux  axes  O a;  et  Oy  en  ces  points.  On  fait  tourner  les  droites 
rectangulaires  AB,  CD  autour  du  point  w  et  l'on  demande  : 

i"  Les  équations  des  paraboles  P,  P',  de  leurs  axes,  et  de  leurs 
directrices; 

2°  L'équation  du  lieu  du  point  de  concours  des  axes  et  des  direc- 
trices; 

3°  On  prouvera  que  la  distance  des  foyers  est  constante 121 


CHAPITRE  II. 

GÉOMÉTRIE  A  TROIS  DIMENSIONS. 

Exercices  : 

Étant  donné  le  cercle 

I  x-\-y-hz  —  I, 

(  X'  +y'  -+-  z'  —  R'  =  0, 

trouver  l'équation  des  paraboloïdes  passant  par  ce  cercle  et  par 
l'origine  des  coordonnées i3o 

On  donne  deux  droites  non  situées  dans  un  même  plan  ;  on  fait  passer 
par  ces  droites  un  paraboloTde  hyperbolique,  écrire  l'équation  de 
cette  surface '33 

On  donne  l'équation  d'un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes;  on  de- 
mande l'équation  d'un  hyperboloïde  ayant  les  mômes  axes,  et  tel 
que  deux  mêmes  sections  principales  de  ces  surfaces  aient  mômes 
foyers 1 34 
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On  donne  trois  axes  de  coordonnées;  dans  le  plan  des  xy  un  cercle 
langent  en  O  à  Ojk. 

Trouver  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  s'appuie  sur  l'axe 
des  z  et  sur  le  cercle,  de  telle  façon  que  A  et  B  désignant  les  points 
de  rencontre  de  la  droite  mobile  avec  le  cercle  et  0^,  on  ait 

OA  =  0B i36 

Par  un  point  fixe  O,  on  mène  une  droitjC  mobile  OM  et  l'on  prend 
une  série  de  points  dans  l'espace;  de  chacun  de  ces  points  on  a,baisse 
une  perpendiculaire  sur  la  droite  :  soit  /■  la  longueur  de  cette  per- 
pendiculaire. Sur  OM  à  partir  du  point  O,  on  porte  une  longueur 


on  obtient  ainsi  un  point  M  dont  on  demande  le  lieu  géométrique.     i38 
On  donne  une  surface  du  second  ordre 

et  une  droite 

X — x„  _  .y— .r.i  _  ^ —  •^o 

Trouver  l'équation    d'un  plan  tangent   mené  par  cette  droite   à   la 
surface  ; 

Trouver  les  équations  de  la  corde  des  contacts \o() 

On  donne  un  ellipsoïde 

X^  y'         Z^ 

a'        o'       c' 
et  une  droite 

X  —  x^      y  —  y„       z  —  s„ 


On  considère  une  droite  tangente  à  l'ellipsoïde  normale  à  la  droite, 

et  la  rencontrant;  lieu  du  point  de  contact i4o 

Ou  donne  un  ellipsoïde  rapporté  à  son  centre  et  à  ses  axes,  et  une 
tangente  à  la  surface  au  sommet  situé  sur  la  partie  positive  de  OZ  : 
mener  des  tangentes  à  l'ellipsoïde  perpendiculaires  à  la  tangente 
donnée  en  un  point  donné 142 

Étant  donnée  l'équation  d'un  ellipsoïde 

X        y       z' 

a'        b'       C  ' 
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on  demande  : 

i"  Les  équations  de  la  normale  au  point  (a,  p,  y). 

2'  Les  coordonnées  du  second  point  d'intersection  de  la  normale 

avec  la  surface i44 

Lieu  des  sommets  des  cônes  passant  par  une  ellipse  donnée  et  cou- 
pant un  plan  donné  suivant  une  hyperbole  équilalère i46 

On  donne  dans  un  plan  deux  ellipses  ayant  leurs  axes  dirigés  suivant 
les  mêmes  droites;  on  considère  deux  cônes  égaux  ayant  respecti- 
vement pour  directrices  les  ellipses  données.  Lieu  des  sommets  de 

ces  cônes i49 

Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  représentées  par  l'équation 

(i)        x^  -^y^—  ~^  -f"  ipyz  -f-  iqzx  —  lax  —  iby  ^  icz  =  o 

{a,  b,  c  étant  des   paramétres   positifs    donnes,  p  et  g  des  para- 
mètres variables)  : 

1°  Lorsque  p  et  q  varient  de  toutes  les  façons  possibles; 

2"  Lorsque  pet  q  varient  de  manière  que  l'équation  représente  un 

cône i52 

Lieu  des  sommets  des   paraboloïdes  de  révolution  qui  passent  par  une 

conique  donnée  dans  le  plan  des  xy i55 

Reconnaître  les  diverses  surfaces  représentées  par  l'équation 

a  {x^  -r-  2yz )  -H  b  {y'  -h  2zx)  -~  c  {z^  -r-  2 xy )  =  I 

et  démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  obtenir 
une  surface  de  révolution  est 


en  supposant  les  axes  de  coordonnées  rectangulaires 167 

X,  y  et  z  représentant  des  coordonnées  rectangulaires,  et  m  un  para- 
mètre variable,  on  demande  de  déterminer  les  diversîs  surfaces  que 
peut  représenter  l'équation 

jT'-i-  (2/»'  H-  i)  iy'  -h  z')  —  2  {xy  -hyz  -h  zx)  =  2  m'  —  3ni  -t-  i 

m  variant  de  —  00  à  -t-00 162 

On  donne  un  cône  du  second  degré;  trouver  le  lieu  des  centres  des 
sections  faites  par  des  plans  passant  par  un  point  fixe,  ou  par  une 

droite  fixe 166 

Une  parabole  étant  donnée,  on  lui  mène  une  normale  en   l'un   des 
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points  situés  avec  le  foyer  sur  une  même  perpendiculaire  à  l'axe. 
Trouver  le  lieu  des  sommets  des  sections  faites  par  des  plans  con- 
tenant cette  normale  dans  le  cylindre  dont  la  parabole  donnée  est 
la  section  droite , 169 
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